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Cuando el canto me llega, me llega ansí,
decidor y sentido pa’ no o pa’ si.
Herencia pa’ un hijo gaucho. José Larralde
La dinámica de quarks se encuentra descripta en el marco del Modelo Standard
por la Cromodinámica Cuántica (QCD), que formalmente es una teoría de campos de
gauge no abeliana.
En procesos de altas energías la propiedad de libertad asintótica presente en QCD
permite obtener predicciones a partir del Lagrangiano fundamental de la teoría. Sin
embargo, a bajas energías (E . 1 GeV), la constante de acoplamiento fuerte se vuel-
ve grande y la teoría es no perturbativa. En este régimen los quarks se encuentran
confinados en hadrones, y la simetría quiral se encuentra espontáneamente rota.
El empleo de teorías efectivas permite estudiar la materia fuertemente interactuante
a temperatura y densidad finitas y realizar una descripción fenomenológica de sistemas
con estas características. En esta Tesis se estudiaron modelos efectivos para la descrip-
ción de la interacción fuerte a bajas energías. En particular, se consideraron teorías con
interacciones no locales para tres sabores de quarks con renormalización de la función
de onda y con un parámetro de orden efectivo asociable al confinamiento y a los grados
de libertad gluónicos. Se estudió también, pero en modelos con dos sabores de quarks, la
posibilidad de que el parámetro de orden de la simetría quiral presente una estructura
modulada espacialmente.
El presente trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera:
En el Cap. 1 se realiza una descripción acotada del diagrama de fases QCD y del
comportamiento a bajas energías de la materia fuertemente interactuante, presentando
las problemáticas de lidiar con esta teoría en la vecindad de las transiciones de fase y
describiendo dos de las principales alternativas para hacerlo: lattice QCD (LQCD) y
teorías efectivas, en particular el modelo propuesto por Nambu y Jona-Lasinio (NJL).
En la primera parte del Cap. 2 se presenta un breve resumen de los aspectos más
relevantes para esta Tesis sobre la Cromodinámica Cuántica, que servirán para trazar
similitudes con los modelos efectivos. Se comienza con el modelo de quarks, pasando
luego por el lagrangiano de QCD y sus simetrías, para posteriormente considerar sis-
temas hadrónicos a temperatura y potencial químico finitos. En la segunda parte, se
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describe el Loop de Polyakov, cuya traza se utilizará como parámetro de orden para es-
tudiar el deconfinamiento de los quarks. Finalmente se detallan brevemente las técnicas
de LQCD.
En el Cap. 3 se analiza el modelo efectivo de Nambu y Jona-Lasinio para los sabores
de quarks up y down, y su extensión al incluir el quark strange. Se estudian también
los núcleos de interacciones no locales y se introduce la renormalización de la función
de onda (WFR). Luego, en el Cap. 4, se desarrollan las extensiones del modelo de NJL
sobre las cuales se trabajará durante el resto de la Tesis. En este capítulo se presentan
también los resultados a temperatura y densidad nulas, fijando los parámetros libres
del modelo.
En el Cap. 5 se estudian las transiciones de fase para un modelo acoplado de Polya-
kov y Nambu Jona-Lasinio para tres sabores de quarks, a densidad nula y finita. En la
parte final del Capítulo se muestran los diagramas de fases en el marco del mencionado
modelo.
En la primera parte del Cap. 6 se lleva a cabo un análisis general para un modelo
de tipo NJL no local con dos sabores de quarks de masa nula con condensados inho-
mogéneos y se caracterizan las regiones y curvas de transición de los diagrama de fases.
En la segunda parte, se presentan los resultados para un caso particular de modulación
espacial.
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Cuando el misterio es demasiado
impresionante, es imposible desobedecer.
El Principito. Antoine de Saint-Exupéry
La dinámica de quarks se encuentra descripta por la Cromodinámica Cuántica
(QCD), que es una teoría de campos de gauge no abeliana (Yndurain, 1999). De acuer-
do con esta teoría, los hadrones y las interacciones entre éstos pueden describirse en
términos de grados de libertad de quarks y gluones.
En interacciones donde el momento transferido es relativamente grande, tales como
dispersiones profundamente inelásticas, la propiedad de libertad asintótica presente en
QCD permite obtener predicciones a partir del lagrangiano fundamental de la teoría,
considerando a las interacciones como perturbaciones de un lagrangiano de quarks
no interactuantes (Muta, 1987). Sin embargo, en el régimen de bajas energías (E .
1 GeV), o equivalentemente largas distancias, la constante de acoplamiento fuerte se
vuelve grande y la teoría es no perturbativa. En este régimen los quarks se encuentran
confinados en hadrones, y la simetría quiral, presente en el lagrangiano en el límite en
que los quarks tienen masa nula, se encuentra espontáneamente rota.
Estas características de QCD hacen que se puedan distinguir dos fases: una hadró-
nica de quarks y gluones confinados, con simetría quiral rota, y otra fase deconfinada y
con simetría quiral restaurada, a la que se denomina genéricamente plasma de quarks
y gluones (QGP). Bajo condiciones extremas de temperatura y/o densidad puede pro-
ducirse una transición de la fase confinada a la deconfinada. Ejemplos de QGP podrían
encontrarse en la materia que conforma el interior de objetos compactos como las
estrellas de neutrones (Glendenning, 1997; Shapiro y Teukolsky, 1983), o durante los
primeros instantes de la expansión del Universo.
Además de las mencionadas, otras fases pueden estar presentes en el diagrama de
QCD. Por ejemplo, la materia de quarks puede agruparse formando pares, dando lu-
gar a una fase de superconductividad de color (Shifman, 2002; Alford, 2001; Rischke,
2004). En este caso, para potenciales químicos suficientemente grandes, la materia se
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halla distribuida de manera tal que los quarks están apareados en condensados donde
se acoplan sabores y colores, y por ello a esta fase se la conoce como Color-Flavor
Locked (CFL). Sin embargo, dado que la masa del quark strange es bastante mayor
que las de los quarks up y down, se cree que para potenciales químicos más bajos
deben aparecer condensados que sólo contengan estos dos sabores, dando lugar así
a la fase conocida como Two Color-Flavor Superconducting (2SC). También pueden
existir fases inhomogéneas, las cuales resultan de interés para varias ramas de la fí-
sica de sistemas densos, como el estado sólido (Gruner, 1994), la superconductividad
de color (Alford et al., 2001; Casalbuoni y Nardulli, 2004; Anglani et al., 2014) o la
condensación de piones (Migdal, 1973; Dautry y Nyman, 1979; Migdal, 1978). Particu-
larmente, se ha propuesto que la región de bajas temperaturas y altas densidades pueda
estar caracterizada por la formación de estas fases inhomogéneas (Buballa y Carignano,
2015). Aquí los condensados quirales de quarks se encuentran modulados espacialmente
y rompen la invarianza traslacional.
De esta manera, la estructura del diagrama de fases QCD puede resultar en general
muy compleja. Un esquema de dicho diagrama está representado en la Fig. 1.1.
Figura 1.1: Esquema de como se cree actualmente puede ser el diagrama de fases de
QCD (Kahara y Tuominen, 2010).
Para describir las propiedades estáticas de los hadrones, como sus masas o cons-
tantes de decaimiento, así como para estudiar la transición entre la fase hadrónica y
la de QGP, es necesario considerar el rango de bajos momentos transferidos, por lo
tanto resulta fundamental desarrollar formalismos que permitan estudiar la teoría en
la región no perturbativa.
Una alternativa consiste en resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento
en un espacio-tiempo discretizado. Este enfoque no perturbativo para resolver la diná-
mica de quarks y gluones se denomina lattice QCD (LQCD) (Gattringer y Lang, 2010).
Disponiendo de suficiente poder de cálculo es posible disminuir el espaciamiento de la
red e incrementar el tamaño del sistema de manera de acercarse tanto al límite del con-
3tinuo como al límite termodinámico. Al mismo tiempo, es posible muestrear un número
suficientemente grande de configuraciones de manera de disminuir el error estadísti-
co. Sin embargo, los métodos tipo Monte Carlo comúnmente utilizados para evaluar
la función de partición son confiables solamente en el caso de potencial químico nulo.
La extensión de los cálculos a potencial químico finito presenta grandes dificultades,
entre ellas el “problema del signo” que consiste en una dificultad numérica asociada al
cálculo de integrales altamente oscilatorias. En teoría de campos la función de partición
se evalúa sumando sobre todas las configuraciones clásicas de campo pesadas por un
factor e−S donde S es la acción de la configuración. Para potencial químico no nulo,
el peso se vuelve una cantidad compleja y no puede ser usado el método Monte Carlo
para evaluar la integral.
Otra opción consiste en utilizar modelos efectivos que incorporan las simetrías de la
teoría pero cuyo lagrangiano, simplificado, permite un análisis teórico. Uno de los mo-
delos efectivos más utilizados para estudiar las propiedades hadrónicas en el régimen no
perturbativo es el propuesto por Nambu y Jona-Lasinio en 1961 (Nambu y Jona-Lasinio,
1961). Poco antes, Nambu y Chou habían sugerido la existencia de un límite en el cual
el pión era un bosón de Goldstone (no masivo) asociado con la ruptura espontánea
de la simetría quiral. En los trabajos de 1961, Nambu y Jona-Lasinio partieron de un
lagrangiano con una interacción de dos cuerpos entre nucleones (bloques básicos de
materia hadrónica conocidos hasta ese momento) no masivos que respeta la simetría
quiral. La ruptura espontánea hace que la masa de los nucleones resulte finita, dando
lugar a bosones de Goldstone que fueron identificados con los piones.
Por esa época, QCD aún no había sido formulada. Hacia mediados de los años ‘70,
cuando esta teoría fue finalmente concebida, el modelo de NJL empezó a ser abandona-
do, debido a su naturaleza no fundamental y a su no renormalizabilidad. Sin embargo,
como consecuencia de las dificultades antes mencionadas para tratar QCD a bajas ener-
gías, en la segunda parte de la década del ‘80 surgió la idea de reinterpretar el modelo
de NJL como un modelo para un sistema de quarks interactuantes, donde los grados
de libertad de los gluones se pueden “congelar” dando lugar a interacciones efectivas
entre los quarks.
En su versión más sencilla este modelo solamente utiliza una interacción local del
tipo escalar-isoescalar y pseudoescalar-isovectorial entre fermiones y permite entender
el mecanismo de ruptura espontánea de simetría quiral y la consiguiente aparición de
los piones como bosones de Goldstone. Sin embargo, para dar cuenta del mecanismo de
deconfinamiento no basta con un modelo puramente fermiónico sino que es necesario
incluir la dinámica de los grados de libertad gluónicos. Para lo cual, se propone un
acoplamiento entre los quarks y un campo de fondo de color asociado al parámetro de
orden utilizado para describir el deconfinamiento, es decir el llamado Loop de Polya-
kov (Polyakov, 1978; ’t Hooft, 1978). El modelo así obtenido se conoce bajo el nombre de
Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) (Meisinger y Ogilvie, 1996; Fukushima, 2004;
Megias et al., 2006; Ratti et al., 2006).
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Debido a la localidad del acoplamiento entre quarks y la no renormalizabilidad del
modelo, es necesario regularizar las integrales que aparecen en el cálculo de los loops
involucrados en la determinación de la autoenergía de los quarks, las masas de los me-
sones y las constantes de acoplamiento, que de otra manera conducen a divergencias
ultravioletas. En general la regularización se lleva a cabo adoptando una forma esque-
mática de la interacción: para momentos menores que cierta escala de energía ΛNJL la
constante de acoplamiento se considera constante, mientras que para energías mayores
se supone haber alcanzado la libertad asintótica y por lo tanto estar en presencia de un
sistema de quarks libres. Este tipo de prescripción trae consigo algunos problemas, co-
mo ambigüedades en el tratamiento de los órdenes superiores de la expansión en loops,
inconsistencias en el tratamiento de los procesos anómalos, ruptura de la invarianza
traslacional, etc.
Una forma de evitar este tipo de inconvenientes, y a la vez incluir una descripción
más realista de las interacciones entre quarks, consiste en considerar interacciones no
locales (Ripka, 1997), las cuales surgen en el contexto de diversos métodos bien esta-
blecidos para describir la dinámica de bajos momentos de los quarks, como por ejemplo
el modelo de líquido de instantones (Rapp, R and Schäfer, T and Shuryak, Edward V,
2000) o las técnicas de resumación de Schwinger-Dyson (Roberts y Williams, 1994).
Utilizando este tipo de interacciones se obtiene una dependencia en el momento del pro-
pagador efectivo de quarks que resulta consistente con los resultados obtenidos mediante
técnicas de LQCD (Noguera y Scoccola, 2008). También se ha mostrado (Bowler y Birse,
1995; Plant y Birse, 1998; Golli et al., 2003; Rezaeian et al., 2004; Scarpettini et al.,
2004; Gomez Dumm et al., 2006) que los modelos con interacciones no locales proveen
una descripción satisfactoria de las propiedades hadrónicas a temperatura y densidad
nula.
En esta Tesis se trabajará entonces con extensiones del modelo de NJL que invo-
lucran interacciones no locales entre quarks. Se propondrán interacciones covariantes,
para asegurar la invarianza de Lorentz de la teoría. El carácter no local se implementará
a través de factores de forma separables en el espacio de momentos cuyo comportamien-
to a altas energías permite regularizar la teoría en el límite ultravioleta. De este modo,
la acción efectiva será finita a todo orden en la expansión en loops y no existirá una
dependencia de la parametrización tan acentuada como en la versión local del modelo
de NJL.
Capítulo 2
Aspectos básicos de QCD
Lo verdadero es siempre sencillo, pero solemos
llegar a ello por el camino más complicado.
George Sand (1804-1876) Escritora francesa.
Seudónimo de Amandine Aurore Lucile Dupin.
Resumen: En este capítulo haremos una revisión de aspectos generales de la Cro-
modinámica Cuántica, dedicando especial atención a las simetrías vinculadas con
las transiciones de fase que describiremos más adelante. Como se mencionó en
el Cap. 1, estudiaremos propiedades de la materia fuertemente interactuante em-
pleando modelos efectivos que posean las mismas simetrías que QCD, pero con
lagrangianos más simples. De esta manera, antes de introducir estas teorías efec-
tivas es necesario realizar un breve repaso sobre las características más relevantes
de la teoría fundamental de las interacciones fuertes.
2.1. El modelo de quarks
En 1961 Murray Gell-Mann introdujo lo que hoy se conoce como Eightfold Way.
Consiste en acomodar a los bariones y mesones en arreglos geométricos de a acuerdo
con su carga y extrañeza. Por ejemplo, los ocho bariones y mesones más livianos pue-
den ser distribuidos en un hexágono con dos partículas en el centro, tal como se puede
observar en la Fig. 2.1. Si queremos acomodar bariones más pesados, lo podemos hacer
en un arreglo triangular para diez partículas, nueve de las cuales eran conocidas expe-
rimentalmente. La décima, con carga −1 y extrañeza −3, fue predicha por Gell-Mann,
que incluso estimó su masa y tiempo de vida media. Tres años más tarde la partícula
Ω− fue descubierta experimentalmente.
En 1964 Gell-Mann y Zweig, de manera independiente, propusieron que los hadrones
están compuestos por constituyentes más elementales, los quarks. Éstos se caracterizan
por su carga fraccionaria y sabor, y pueden ser acomodados en un arreglo triangular.
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Así, el modelo de quarks propone que los bariones están compuestos por tres de estos
subcomponentes, mientras que los mesones están formados por un par quark-antiquark.
Esto permite construir el decuplete de bariones y el octete de mesones. Por ejemplo,
si se toman tres sabores de quarks (up, down y strange), éstos se pueden identificar
con elementos de la representación fundamental del grupo SU(3), mientras que los
antiquarks se encuentran en la representación compleja conjugada de dicho grupo. Los
nueve estados formados de un par quark-antiquark pueden ser descompuestos en una
representación trivial y la representación adjunta,
3⊗ 3¯ = 8⊕ 1 .
Si la simetría de sabor fuera exacta, los nueve mesones tendrían la misma masa. Sin
embargo, debido a las diferencias entre las masas de los quarks, los mesones poseen
masas distintas. De los nueve, el mesón η′ resulta tan masivo como un nucleón, y en
este esquema es identificado con el estado singlete.
Figura 2.1: Arreglos hexagonales y triangulares para los bariones y mesones más livia-
nos.
Siendo los quarks los componentes más elementales de la materia, serían simples
de producir y observar experimentalmente. Sin embargo, resulta imposible detectar un
quark libre, ya que éstos se encuentran confinados en hadrones. De todas formas, es
posible diseñar experimentos para probar la estructura interna del protón, como la
denominada dispersión profundamente inelástica (DIS). Estos experimentos, realizados
a finales de los ‘60, mostraban que la carga del protón estaba concentrada en tres
regiones, confirmando experimentalmente el modelo de quarks.
Los quarks, partículas de espín semientero, deben cumplir con el principio de ex-
clusión de Pauli, propiedad que no se satisfacía por ejemplo en bariones formados por
quarks del mismo sabor. Para solucionar este problema, O. W. Greenberg en 1964
propuso que los quarks no sólo debían poseer sabor, sino también color (rojo, azul o
verde). De esta forma los tres quarks up en el barión ∆++ serían de distinto color, y
no violarían el principio de exclusión.
Con este nuevo número cuántico y proponiendo que toda combinación de quarks
debe ser incolora, se explicaba por qué no era posible detectar quarks libres, o por qué
sólo combinaciones de tres quarks o pares quark-antiquark eran las que constituían los
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hadrones.
La interacción entre quarks, en el marco de las teorías de Yang-Mills, se propone co-
mo un intercambio de gluones, que son portadores de color. Han y Nambu introdujeron
el color de manera dinámica y, posteriormente, este grupo y otros dos independiente-
mente (D. Gross y F. Wilczek en Princeton, y D. Politzer en Harvard) demostraron que
la interacción entre quarks y gluones desaparece a distancias muy pequeñas, explicando
por qué los quarks se comportaban como partículas libres dentro del protón, tal y como
habían revelado los datos de Stanford sobre colisiones electrón-protón profundamente
inelásticas. Este fenómeno de importancia capital se denomina libertad asintótica. Pos-
teriormente H. Fritzsch, M. Gell-Mann y H. Leutwyler formularon el Lagrangiano de
QCD en 1973 (Fritzsch et al., 1973).
2.2. El lagrangiano de QCD
La Cromodinámica Cuántica es una teoría de gauge no abeliana que describe las
interacciones fuertes entre quarks y gluones. La densidad lagrangiana de QCD está
dada por (Yndurain, 1999)





donde ψ = (u, d, s, ...)T es el campo de quarks de Nc colores y Nf sabores, ψ¯ = ψ†γ0
y mˆ = diag(mu,md,ms, . . .) es la matriz formada por las “masas corrientes” de los
quarks. La derivada covariante
Dµ = ∂µ − i g λaAaµ , (2.2)
que incluye los campos de gauge Aaµ, con a = 1 . . . 8, acopla los sectores fermiónico
y gluónico. Aquí g es la constante de acoplamiento fuerte y λa son las matrices de
Gell-Mann, que constituyen una representación de los generadores del grupo de color
SU(3). Estas matrices satisfacen las relaciones
[λa, λb] = 2ifabc, tr(λaλb) = 2δab, (2.3)
siendo fabc las constantes de estructura del grupo. El tensor de campo gluónico Gaµν
que aparece en el último término de la Ec. (2.1) se define como
Gaµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµAcν . (2.4)
Este término del lagrangiano es responsable de la autointeracción entre los campos de
gauge, propio de las teorías de gauge no abelianas como QCD.
Tal como está construido, el lagrangiano de QCD es invariante ante transformacio-
nes de gauge SU(3) de color. Por el carácter no abeliano del grupo de gauge QCD se
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diferencia de otras teorías en algunos aspectos:
Universalidad: Existe sólo una constante de acoplamiento g para todas las interac-
ciones entre quarks y gluones. Esta es una consecuencia directa de la invarianza
de gauge local SU(Nc).
Libertad asintótica: A muy altas energías los quarks se comportan como partículas
libres. En otras palabras, el acoplamiento se vuelve débil para cortas distancias
o, equivalentemente, para valores grandes del cuadrado del momento transferido






(11 − 23Nf ) log(Q2/Λ2QCD)
, (2.5)
donde ΛQCD ≃ 340 MeV (Olive et al., 2014) es un parámetro de escala de la
teoría.
Figura 2.2: Resultados experimentales para la dependencia de la constante de acopla-
miento fuerte g como función de la energía (Olive et al., 2014). En teorías no abelianas,
la constante crece cuanto menor es el momento trasferido.
Confinamiento: Inversamente, la Ec. (2.5) muestra que el acoplamiento aumenta a
bajas energías (Fig. 2.2). Por tal motivo, no es posible aplicar teoría de perturba-
ciones para describir procesos con energías menores que ∼ 1−2 GeV. Resultando
difícil comprender en detalle el fenómeno del confinamiento, observado en la na-
turaleza.
Simetría quiral: En el límite en que las masas corrientes de los quarks son nu-
las (límite quiral), el lagrangiano de QCD es invariante ante el grupo quiral de
transformaciones globales SU(Nf )R ⊗ SU(Nf )L.
Invarianza de escala: En el límite quiral, el lagrangiano de QCD no contiene
parámetros dimensionales, por lo que resulta invariante ante transformaciones
de escala. Esto es ψ(x) → λ−3/2ψ(λx) para los campos fermiónicos y Aµ(x) →
λ−1Aµ(λx) para los campos de gauge.
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Límite de gran número de colores: Permite realizar un análisis perturbativo de
QCD. Consiste en hacer tender a infinito el valor físico del número de colores
Nc = 3, manteniendo la relación g2Nc constante. En estas condiciones y a orden
dominante en potencias de 1/Nc los diagramas de loops de quarks y gluones se
reducen considerablemente. Es posible describir en el marco de esta aproximación
la fenomenología de bariones y mesones si los estados físicos son singletes de color.
2.3. Ruptura espontánea de la simetría quiral
A lo largo de la Tesis trabajaremos con modelos efectivos de quarks para dos y
tres sabores, tanto en el límite quiral como fuera de éste. Particularmente, como ya se
adelantó, se emplearán extensiones del modelo propuesto por Nambu y Jona-Lasinio,
basado en la simetría quiral de LQCD. Por este motivo, comenzaremos con una des-
cripción de esta simetría para dos sabores de quarks, que luego extenderemos al caso
de tres sabores.
Consideremos el lagrangiano de la Ec. (2.1) para dos sabores, u y d, en el límite
quiral (mu = md = 0),






Es inmediato ver que Lm=0QCD puede separarse por estados de helicidad. Si introducimos








el primer término del lagrangiano de la Ec. (2.6) se puede reescribir como
Lquark = ψ¯R iγµDµ ψR + ψ¯L iγµDµ ψL (2.8)
y es invariante ante transformaciones globales del grupo U(2)R ⊗ U(2)L = SU(2)R ⊗
U(1)R ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)L, cuya acción sobre los campos ψR y ψL está dada por
U(2)R : ψR → eiτsαsRψR
U(2)L : ψL → eiτsαsLψL (s = 0, 1, 2, 3). (2.9)
Aquí αsR,L son parámetros de las transformaciones, y τ0 = 1 2×2, mientras que τs, con
s = 1, 2, 3 son las matrices de Pauli. Las corrientes de Noether asociadas son
JµsR = ψ¯RγµτsψR, J
µ
sL = ψ¯LγµτsψL , (2.10)




sL = 0. De manera alternativa podemos escribir estas
corrientes conservadas en términos de las corrientes vectorial y axial
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[V µs ±Aµs (x)]. (2.12)
Como resulta que ∂µV µs = ∂µA
µ
s = 0, la simetría quiral es equivalente a la invarianza
frente a las transformaciones
U(2)V : ψ → exp(iτsαsV )ψ,
U(2)A : ψ → exp(iγ5τsαsA)ψ (2.13)
del grupo
U(2)V ⊗ U(2)A = SU(2)V ⊗ U(1)V ⊗ SU(2)A ⊗ U(1)A.
En el término del lagrangiano de QCD correspondiente a los campos de gauge,
Lgauge, no están presentes los campos fermiónicos, por lo tanto el lagrangiano de la
Ec. (2.6) es invariante ante transformaciones quirales.
Cuando consideramos el término de masa en el lagrangiano de la Ec (2.1) encon-
















Las transformaciones correspondientes a los grupos SU(2)V y U(1)V son las aso-
ciadas a la conservación del isospin, que resulta ser una simetría exacta en el límite
mu = md, y del número bariónico, respectivamente, mientras que las correspondien-
tes a SU(2)A y U(1)A alteran la paridad de un estado dado. La realización de dichas
simetrías en la naturaleza debería implicar para cada multiplete la existencia de otro
de paridad opuesta, dado que las masas corrientes son pequeñas. Esto no se observa
experimentalmente, de donde se induce que tanto SU(2)A como U(1)A son simetrías
que, de alguna manera, están rotas.
Se cree que SU(2)A es una simetría espontáneamente rota. De este modo, en el
caso de dos quarks sin masa, aparecen tres modos de excitación de masa nula, cada
uno asociado a un generador del grupo de simetría rota, llamados bosones de Goldstone.
Estos tres bosones se identifican con los piones, ya que sus masas, si bien no son nulas,
resultan mucho menores que la de otros hadrones conocidos. Se dice que una simetría
esta espontáneamente rota cuando el vacío no es invariante frente a la acción de un
operador que conmuta con el Hamiltoniano del sistema. Como consecuencia de esto, el
estado fundamental deja de ser único y pasa a estar degenerado. En otras palabras, los
operadores generadores del álgebra del grupo ya no aniquilan al vacío.
Por otro lado, la simetría U(1)A está rota a nivel cuántico por la anomalía axial.
Esto significa que, si bien la teoría clásica posee una simetría dada, ésta está rota debido
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a que a nivel cuántico la corriente de Noether recibe una contribución extra que hace
que su cuadridivergencia deje de ser nula.
2.3.1. Extensión a tres sabores
De manera análoga al caso de dos sabores estudiaremos la ruptura de la simetría
quiral cuando existen tres sabores de quarks u, d y s, ψ = (u, d, s)T . En este caso Lm=0QCD
resulta invariante ante el grupo
U(3)R ⊗ U(3)L = SU(3)V ⊗ SU(3)A ⊗ U(1)V ⊗ U(1)A. (2.15)
La simetría axial U(1)A está, al igual que antes, rota a nivel cuántico debido a la
existencia de una anomalía. Por lo tanto, en el límite quiral, la teoría tiene la simetría
global SU(3)V ⊗SU(3)A⊗U(1)V . Tenemos entonces nueve corrientes vectoriales y ocho
axiales conservadas:
V aµ = ψ¯γµ
λa
2








31 3×3, donde 1 3×3 es la matriz unitaria de 3 × 3, y λa las matrices de
Gell-Mann, generadoras del álgebra del grupo SU(3) en la representación fundamental.
Las correspondientes cargas conservadas son
Qa =
∫











= 0 . (2.18)
Al igual que en SU(2), tendremos tantos bosones de Goldstone no masivos como
generadores tenga el grupo de simetría axial, los cuales se identificarán con los mesones
pseudoescalares más livianos, es decir los piones π0, π+, π−, los kaonesK+,K−,K0, K¯0
y los mesones η y η′ (estos últimos poseen los mismos números cuánticos, de modo que
pueden “mezclarse”). Los primeros ocho bosones corresponden a los ocho generadores
del grupo SU(3)A, mientras que el η′ se asocia con el generador del grupo U(1)A.
Si consideramos quarks masivos, la simetría se rompe explícitamente, obteniéndose
de manera análoga a la Ec. (2.14) que
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Sin embargo, como las masas de los quarks u y d son muy pequeñas (mu,d ≤ 10 MeV)
comparadas con las masas típicas de los hadrones (& 1 GeV), los términos muu¯u +
mdd¯d que rompen la simetría quiral pueden ser tratados como perturbaciones. Por el
contrario, para el término mss¯s, como la masa del quark s bastante mayor (ms ∼
150 MeV), ésta ya no resulta una muy buena aproximación.
2.3.2. Anomalía axial
Mencionamos que la simetría U(1)A del lagrangiano de QCD en el límite quiral está
rota en la naturaleza. Si hubiese una buena simetría quiral U(3)R ⊗U(3)L, tendríamos
nueve corrientes axiales conservadas en lugar de ocho. En ese caso, todo el noneto
pseudoescalar (piones, kaones, η y η′) deberían aparecer como bosones de Goldstone
no masivos. En cambio se observa que el mesón η′, cuya masa mη′ = 958 MeV es
comparable a la del nucleón, cae fuera de este esquema. Consideremos la corriente axial
del singlete de SU(3) relacionada con la simetría U(1)A,
Jµ5(x) = ψ¯(x)γµγ5ψ(x). (2.20)
Es de esperar que la divergencia de la corriente se anule en el límite quiral. Sin embargo,






EaBa, a = 1, ..., 8, (2.21)
donde Ea y Ba son respectivamente campos eléctricos y magnéticos de color.
Las ecuaciones no abelianas de Yang-Mills admiten soluciones para las cuales la
acción clásica euclídea
∫
d4xEaBa es finita, las llamadas soluciones de instantones
(Belavin et al., 1975). A través de la Ec. (2.21), estos instantones se acoplan a los
quarks. Gerardus t’Hooft demostró en 1976 (’t Hooft, 1976b,a) que esta interacción
efectiva entre quarks inducida por los instantones se puede representar en términos de
un determinante de sabor
detf [ψ¯(1 + γ5)ψ] + detf [ψ¯(1− γ5)ψ], (2.22)
donde detf denota un determinante sobre el espacio de sabor.
Fuera del límite de masa cero la simetría quiral se rompe explícitamente. De tal
forma, y de una expresión similar a la Ec. (2.14) (reemplazando las matrices τs por 1),
la cuadridivergencia de la corriente axial asociada al grupo U(1)A introduce un término
adicional 2iψ¯mγ5ψ en el lado derecho de la Ec. (2.21).
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2.4. Sistemas con temperatura y potencial químico finitos
El comportamiento estadístico de un sistema cuántico en equilibrio térmico se puede
estudiar a través de su función de partición, que se define como
Z(β) = Trρ(β), (2.23)
donde la traza es la suma sobre todos los valores de expectación en cualquier base
completa, β es la inversa de la temperatura (utilizaremos unidades tales que la constante
de Boltzman es k = 1), y ρ representa la matriz densidad del sistema, dada por
ρ(β) = exp(−βH) . (2.24)
En el ensamble Gran Canónico
H = H − µN, (2.25)
dondeH y N son los operadores Hamiltoniano y número de partículas, respectivamente,
y µ es el potencial químico. El promedio estadístico en el ensamble del valor esperado
de un observable A viene dado por
〈A〉 = Z−1(β)Tr (ρ(β)A) = Tr exp(−βH)A
Tr exp(−βH) (2.26)
Consideraremos aquí el formalismo de Matsubara o de tiempo imaginario. La idea
básica es que los valores de expectación de operadores en un ensamble térmico se
pueden reescribir como valores de expectación en teoría cuántica de campos, donde la
configuración evoluciona en un tiempo imaginario o euclídeo t = iβ. De esta forma, se
puede cambiar a un espacio-tiempo con métrica euclídea, donde la traza de la Ec. (2.26)
lleva a requerir que los campos bosónicos y fermiónicos sean respectivamente periódicos
o anti-periódicos con respecto a la dirección del tiempo euclídeo, con periodicidad β.
En el espacio de momentos, esto conduce al reemplazo de frecuencias continuas por




(2n + 1)π/β −→ fermiones, (2.27)
donde n es un entero. Esto se puede comprender fácilmente dentro del contexto de
integrales de camino. Para ello necesitamos la amplitud de transición en teoría de
campos a temperatura cero, cuya representación funcional está dada por
〈φ(~x1, t1)|φ(~x2, t2)〉 = 〈φ1|e−iH(t1−t2)|φ2〉 = N ′
∫
DφeiS, (2.28)
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siendo L la densidad lagrangiana del sistema. La integral funcional está definida sobre
caminos, cuyos extremos se mantienen fijos, que satisfacen
φ(~x1, t1) = φ1, φ(~x2, t2) = φ2. (2.30)
Dadas las tres últimas ecuaciones es fácil ver que identificando t1 − t2 = −iβ, se
puede escribir la función de partición para cualquier sistema cuántico en la base de
estados |φa〉 como
Z(β) = Tre−βH =
∫
dφa〈φa|e−βH|φa〉 = N ′
∫
Dφe−SE , (2.31)
donde SE está relacionada a la acción euclídea (tiempo imaginario) según





d3xLE + βµN. (2.32)
Aquí los campos satisfacen las condiciones periódicas o antiperiódicas φ(~x, β) = ±φ(~x, 0),
dependiendo de si las variables de campo son bosónicas o fermiónicas, respectivamen-
te. En el espacio de momentos, la integración sobre un intervalo finito implica que las
frecuencias en la transformada de Fourier tomen valores discretos en lugar de conti-
nuos. Las distintas condiciones de contorno determinan los posibles valores para dichas
frecuencias, definidas para cada caso en la Ec. (2.27).
2.5. El loop de Polyakov
El loop de Polyakov fue propuesto por A.M. Polyakov (Polyakov, 1978, 1977) como
una aplicación del loop de Wilson (Wilson, 1974) al problema de propiedades térmicas
de campos de gauge, en particular como un mecanismo para explicar el deconfinamiento
de quarks a una cierta temperatura.
2.5.1. Simetría global Z(N) en SU(N)
Siguiendo el trabajo de t’Hooft (’t Hooft, 1976b,a), en una teoría de gauge local
con simetría SU(N) aparece una simetría global Z(N). Para ver esto, consideremos la
densidad lagrangiana, que incluye la interacción de los quarks con los campos gluónicos,
de la Ec. (2.6). Este lagrangiano es invariante ante transformaciones de gauge SU(N),
Ω, dadas por
Dµ → Ω†DµΩ , ψ → Ω†ψ. (2.33)
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Al ser un elemento de SU(N), Ω satisface que
Ω†Ω = 1 , detΩ = 1. (2.34)
Consideremos una transformación de gauge dada por una fase constante y la matriz
unidad:
Ωc = e−iϕ1 . (2.35)
Para que esta transformación sea un elemento de SU(N), el determinante debe ser




, j = 0, 1, ...(N − 1). (2.36)
Esto determina un grupo cíclico, cuyos elementos son generados por las potencias j de
un único elemento, definiendo así una simetría global Z(N). Se dice que estos elementos
conforman el centro del grupo SU(N).
2.5.2. Z(N) a temperatura finita
Al ser un subgrupo de las transformaciones de gauge, las rotaciones del grupo Z(N)
son una simetría del Lagrangiano. Sin embargo, en presencia de quarks dinámicos, las
rotaciones de Z(N) no son una simetría de la teoría ya que estas violan las condiciones
de borde requeridas.
En efecto, trabajando en espacio-tiempo euclídeo a una temperatura T , la coorde-
nada de tiempo imaginario τ es de extensión finita, τ : 0 → β = 1/T . Las condiciones
de borde que deben satisfacer los campos están dadas por la estadística propia de cada
uno de ellos. Esto es, los gluones deben ser periódicos en τ , mientras que los quarks
deben ser anti-periódicos:
Aµ(~x, β) = +Aµ(~x, 0) , ψ(~x, β) = −ψ(~x, 0). (2.37)
Cualquier transformación de gauge que sea periódica en τ respeta estas condiciones
de borde. Sin embargo, t’Hooft encontró que es posible considerar trasformaciones de
gauge más generales, las cuales son periódicas a menos de Ωc:
Ω(~x, β) = Ωc , Ω(~x, 0) = 1. (2.38)
Los campos de color adjuntos son invariantes ante esta transformación, mientras que
los que están en la representación fundamental no lo son:
AΩ(~x, β) = Ω†cAµ(~x, β)Ωc = Aµ(~x, β) = +Aµ(~x, 0), (2.39)
ψΩ(~x, β) = Ω†cψ(~x, β) = e
iϕψ(~x, β) 6= −ψ(~x, 0). (2.40)
Aquí se ha utilizado el hecho de que Ωc, al ser una fase constante por la matriz unitaria,
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conmuta con cualquier matriz de SU(N). En consecuencia, las teorías de gauge SU(N)
puras tienen una simetría global Z(N), la cual deja de ser exacta al incluir quarks
dinámicos.
En la teoría de gluones pura, un parámetro de orden para la simetría Z(N) se
construye utilizando la línea de Wilson térmica:








donde g es la constante de acoplamiento de gauge, A0 es la componente temporal del
potencial vector y el símbolo P denota ordenamiento de camino. Con esta definición,
la línea de Wilson térmica transforma como un campo adjunto ante transformaciones
de gauge SU(N) locales:
L(~x)→ Ω†(~x, β)L(~x)Ω(~x, 0). (2.42)
El loop de Polyakov (Polyakov, 1978) se define como la traza de la línea de Wilson












Ante transformaciones globales Z(N), el loop de Polyakov φ trasforma como un campo
con carga uno:
φ→ eiϕφ. (2.44)
A muy alta temperatura, la teoría es casi ideal (g ≈ 0), por lo que se esperaría que






φ0 , j = 0, 1, ..., (N − 1), (2.45)
donde φ0 es una función real, que además cumple que φ0 → 1 cuando T →∞. Cualquier
valor de j es equivalente, por lo que cualquier elección conduce a la ruptura espontánea
de la simetría global Z(N).
A temperatura cero, el confinamiento implica que φ0 se anule. Por lo tanto, aumen-
tando la temperatura debe existir cierto valor Tc, a partir del cual φ0 deja de ser nulo
y se produce el deconfinamiento. Esto es
{
φ0 = 0 si T < Tc,
φ0 > 0 si T > Tc.
(2.46)
Para comprender qué representa el loop de Polyakov tomemos la función de partición
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Podemos calcular el valor medio del loop de Polyakov, esto es
〈φ〉 = 1Z
∫
DAφ(~x)e−Sgauge[A] = ZQZ = e
−βF . (2.49)
Es decir que hallamos que 〈φ〉 es el cociente entre las funciones de partición para el
sistema de gluones con y sin una fuente externa de color, por lo tanto es una medida
para la energía libre F de un quark estático externo. Entonces, en el caso de quarks
confinados, debe cumplirse que 〈φ〉 = 0, ya que la energía libre de un solo quark es
infinita. En cambio, si los quarks se encuentran deconfinados, F es finita y 〈φ〉 6= 0.
Por otro lado, en presencia de quarks dinámicos la simetría Z(N) está explícitamen-
te rota. En este caso entonces, el loop de Polyakov deja de ser un parámetro de orden
riguroso, pero sirve aún como indicador de un crossover hacia el deconfinamiento.
Recientemente se ha propuesto una extensión del modelo NJL incluyendo al loop de
Polyakov (Ratti et al., 2006). La idea principal es introducir tanto el condensado quiral
〈ψ¯ψ〉 como el loop de Polyakov φ como campos que se acoplen a los quarks siguiendo las
reglas dictadas por las simetrías y patrones de ruptura de simetría de QCD, unificando
así los aspectos de confinamiento y ruptura de simetría quiral. Se suele referir a este
esquema como modelo PNJL (NJL extendido con loop de Polyakov).
2.6. Lattice QCD
Hemos mencionado en la introducción que existe un método de primeros principios
para tratar la dinámica de QCD a bajas energías. Éste consiste en discretizar el espacio-
tiempo y reescribir la acción en forma también discretizada (Gattringer y Lang, 2010).
En este contexto la función de partición se puede estimar utilizando el método Monte
Carlo, es decir, aproximando la integral como una suma sobre configuraciones que
están pesadas por la acción. El método de muestreo por importancia permite reducir
los cálculos a un número limitado de configuraciones, según la probabilidad con la que
éstas pueden ocurrir, e−SE . Claramente, este método tiene sentido sólo si la acción
euclídea es una cantidad definida positiva.
El formalismo de tiempo imaginario que hemos visto en este capítulo, útil para
estudiar QCD a temperatura y densidad finitas, implica reemplazar p4 por ωn− iµ, por
lo que si el potencial químico es diferente de cero la acción es en general una cantidad
compleja. De este modo, para µ finito no hay manera de comparar las probabilidades
asociadas a distintas configuraciones. Esto es lo que se conoce como el “problema del
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signo”.
Para µ = 0, utilizando LQCD se estima que para dos sabores livianos la res-
tauración de la simetría quiral ocurre como una transición suave (crossover) a Tc ∼
175 MeV (Karsch y Laermann, 2003), mientras que cuando se incluye el quark stran-
ge masivo la temperatura crítica resulta más baja, Tc ∼ 160 (Bazavov y Petreczky,
2010; Borsanyi et al., 2010b; Borsanyi, 2013). Estos cálculos predicen además que la
transición de deconfinamiento ocurre aproximadamente a la misma temperatura que la
transición quiral (Wu et al., 2007).
En cuanto a la posibilidad de extender los cálculos a potencial químico finito existen
varias alternativas. Una posibilidad es hacer un desarrollo en serie de potencias de
µ/T alrededor de µ = 0 (Allton et al., 2003; Gavai y Gupta, 2003), donde no está
presente el problema del signo. En esta expansión el radio de convergencia está limitado
por la singularidad más cercana en el potencial termodinámico. Por lo tanto, esta
alternativa puede ser útil para estimar la posición del punto crítico final, que es el punto
sobre la curva de transición de fase que separa las regiones con simetría quiral rota y
restaurada. Otra alternativa es utilizar una técnica conocida como multi-parameter
reweighting (Fodor y Katz, 2002, 2004; Ejiri, 2008), que consiste en tomar para µ 6= 0
el mismo ensamble que para µ = 0, cambiando los valores de las masas de quarks y
constante de acoplamiento de manera tal que ciertas cantidades físicas no cambien.
Pero los resultados que se obtienen de esta forma presentan fluctuaciones debido al
hecho de que en realidad las configuraciones a potencial químico finito que ocurren
con más probabilidad no son las mismas que a µ = 0. Finalmente, es posible estudiar
qué ocurre con un potencial químico imaginario (Wu et al., 2007; DÉlia y Lombardo,
2003; de Forcrand y Philipsen, 2003) y, usando argumentos de continuidad analítica,
extrapolar los resultados a potencial químico real y finito. Esto ha motivado el estudio
del diagrama de fases para µ imaginario, estimándose en particular la posición del punto
crítico asociado a la llamada transición Roberge-Weiss (RW), que es un cambio de fase
asociado a la ruptura de la simetría Z3 (Roberge y Weiss, 1986).
Por otra parte, una limitación que se encuentra en los cálculos con técnicas de LQCD
es que en la función de partición aparece el determinante fermiónico, que resulta muy
difícil de calcular. Por este motivo, muchos cálculos se han llevado a cabo utilizado el
llamado quenched limit, que consiste en suponer una masa infinita para los quarks, de
modo que estos permanecen estáticos en los sitios de la red. Si bien actualmente se
han llevado a cabo análisis que incluyen quarks dinámicos, muchos cálculos todavía se
realizan con valores de masa por encima de los valores fenomenológicos procediendo
luego a algún tipo de extrapolación para alcanzar la región física.
Capítulo 3
Modelo de Nambu Jona-Lasinio
Todo Ser cree ser todo; pero nada es todo: todo
es apenas nada. El ave es nada, porque vuela.
El pez es todo, porque nada.
Salí Babá (Puccio) - Les Luthiers
Resumen: En el capítulo anterior repasamos algunos aspectos generales de la Cro-
modinámica Cuántica. En particular, mencionamos que al ser una teoría de gauge
no abeliana la constante de acoplamiento fuerte se vuelve grande a bajas energías y
no es posible tratar las interacciones como perturbaciones de un lagrangiano libre.
Fueron también mencionadas dos opciones para atacar este problema. Una posibili-
dad es obtener numéricamente las soluciones a las ecuaciones de movimiento en un
espacio-tiempo discretizado, mientras que otra alternativa (sobre la que trata este
capítulo) consiste en el estudio de teorías cuyos lagrangianos, más simples que el de
QCD, posean las simetrías principales de la Cromodinámica Cuántica y permitan
reproducir la fenomenología observada de los hadrones. Estos modelos en su forma
más simple describen un sistema de quarks interactuantes, con interacciones locales
que satisfacen invarianza quiral. Si bien brindan una descripción muy simplificada
de la interacción fuerte, que facilita los cálculos, también dan lugar a inconsisten-
cias y ambigüedades con las que resulta difícil de lidiar. Se discutirá entonces, en la
parte final del capítulo, la posibilidad de considerar interacciones no locales cuya
implementación en las teorías efectivas resulta en una mejor aproximación a QCD.
3.1. Teorías efectivas de QCD
Si sólo nos interesa la dinámica de algunos grados de libertad del sistema, es conve-
niente desarrollar una teoría efectiva que sólo incluya a éstos. Para el caso de QCD a
bajas energías es posible construir un lagrangiano efectivo para los hadrones basado en
19
20 Capítulo 3. Modelo de Nambu Jona-Lasinio
ciertas propiedades básicas, como las mencionadas en el Cap. 2. Por ejemplo, de acuer-
do con el modelo de quarks los hadrones pueden ser acomodados en multipletes, así es
posible imaginar una teoría que no contenga explícitamente a los campos de gauge o
gluones. También deberá preservarse la simetría quiral global que posee el Lagrangiano
de QCD (en el límite de quarks no masivos) y deberá tener lugar la ruptura dinámica
de ésta. Además, la teoría deberá poder escribirse en términos de los grados de libertad
relevantes a bajas energías, es decir cuando la escala de energía es menor que alguna
escala de corte. Por ejemplo, para E . 1 GeV los grados de libertad fundamentales
deberán ser los pseudobosones de Goldstone y sus partículas quirales asociadas.










donde cn son constantes de acoplamiento adimensionales y On son operadores locales,
invariantes frente a transformaciones quirales, que contienen los campos que correspon-
den a los grados de libertad del modelo. La teoría será válida por debajo de la escala
Λ y dependerá del número de términos que uno tome en el desarrollo. Una vez que
uno corta la serie, determina las constantes de acoplamiento desconocidas a través de
un conjunto de observables físicos, y así la teoría puede ser usada para calcular otras
cantidades.
3.2. Modelo Nambu-Jona-Lasinio (NJL)
Si queremos partir de un lagrangiano efectivo de quarks, más simple que el de QCD,
que pueda utilizarse para describir la dinámica de un sistema hadrónico, nos vemos na-
turalmente inducidos a comenzar por considerar el lagrangiano utilizado por Y. Nambu
y G. Jona-Lasinio en sus trabajos de 1961 (Nambu y Jona-Lasinio, 1961). Como ya fue
mencionado, este modelo fue originalmente concebido para describir nucleones interac-
tuantes, y luego los grados de libertad fermiónicos fueron reinterpretados en términos
de quarks, suponiendo que las interacciones locales de cuatro fermiones se corresponden
con una interacción efectiva, resultante de complicados procesos gluónicos.
Estos modelos pueden ser diseñados para incorporar todas las simetrías globales de
QCD y permiten estudiar en detalle el mecanismo de ruptura espontánea de la simetría
quiral y sus manifestaciones en la física de hadrones, como la generación dinámica de
masa de los quarks, la aparición de condensados de quarks-antiquarks y el rol de los
piones como bosones de Goldstone. Tal vez el punto más débil del modelo es que no
posee la propiedad de confinamiento de color de QCD. Su aplicabilidad está entonces
limitada a fenómenos hadrónicos y nucleares que no dependan sensiblemente de los
detalles del mecanismo de confinamiento. No obstante, cabe esperar que para muchos
aspectos importantes de la física hadrónica de bajas energías, las propiedades determi-
nadas por las simetrías de QCD sean tan o más importantes que el confinamiento de
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color.
El modelo NJL más simple considera a los quarks livianos u y d como los grados
de libertad del sistema, y supone que en el límite de bajas energías los grados de
libertad gluónicos están absorbidos dentro de una interacción efectiva local entre quarks,
construida según las simetrías de QCD. El lagrangiano del modelo de NJL para dos
sabores (Nf = 2) se escribe entonces como
LNJL = ψ¯(ı/∂ − mˆ)ψ + Lint, (3.2)
con la matriz de masas dada por mˆ =diag(mu,md). El lagrangiano de interacción
incluye un acoplamiento local de cuatro fermiones. Esta interacción debe satisfacer la
simetría quiral SU(2)R ⊗ SU(2)L junto con la simetría de color SU(3) y las simetrías
discretas C, P y T. El Lint propuesto originalmente por Nambu y Jona-Lasinio es
Lint = G[(ψ¯ψ)2 + (ψ¯ıγ5~τψ)2]. (3.3)
3.2.1. Generación dinámica de masa fermiónica
Consideremos el lagrangiano de interacción Lint de la Ec. (3.3) para fermiones de
igual masa m (límite de isospin). Si la constante de acoplamiento G es pequeña se
puede utilizar teoría de perturbaciones, pero si el acoplamiento es fuerte es preciso
realizar resumaciones. En este último caso comúnmente se utiliza la aproximación de
Hartree (campo medio), en la que se toman en cuenta sólo los términos directos. Esto
equivale a linealizar la interacción de la Ec. (3.3) reemplazando los términos (ψ¯Γψ)2 por
2ψ¯Γψ〈ψ¯Γψ〉, siendo 〈〉 el valor de expectación del vacío y Γ cualquiera de los operadores
que aparecen en Lint.
Como el vacío debe ser invariante de Lorentz y debe conservar paridad (simetrías
exactas de QCD), el único valor de expectación no nulo posible es 〈ψ¯ψ〉, el condensado
quark-antiquark relacionado con la densidad escalar ψ¯ψ = ψ†γ0ψ. De este modo, la
ecuación de Dirac en la aproximación de campo medio resulta
[ı/∂ − mˆ+ 2G〈ψ¯ψ〉]ψ(x) = 0. (3.4)
Es posible definir entonces una masa fermiónica dinámica
M = m− 2G〈ψ¯ψ〉 (3.5)
generada por una interacción escalar suficientemente fuerte entre fermiones. A la
Ec. (3.5), que no es otra cosa que la ecuación de Dyson para el propagador de quarks
en la aproximación de Hartree, se la denomina “ecuación del gap” del modelo NJL,
en analogía con la correspondiente ecuación que determina el gap de energía en un
superconductor. Dicha ecuación se puede representar diagramáticamente mediante la
Fig. 3.1.
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Figura 3.1: Representación diagramática de la Ec. (3.5), conocida como la “ecuación
del gap”. La línea fina (gruesa) denota el propagador del quark desnudo (vestido). El
lazo fermiónico representa al condensado de quarks en la ecuación.
En la aproximación de campo medio, el condensado 〈ψ¯ψ〉 está dado por
〈ψ¯ψ〉 = −ıTr[SF (0)] , (3.6)
donde la traza se toma sobre los espacios de Dirac, color y sabor, y SF corresponde al
propagador de Dirac, definido por





/p−M + ıǫ . (3.7)
La aparición de SF (0) en la Ec. (3.6) refleja el loop cerrado de la Fig. 3.1, con la línea
fermiónica comenzando y terminando en el mismo punto del espacio-tiempo. Como
la masa dinámica M aparece explícitamente en el lado izquierdo de la Ec. (3.5), la
ecuación del gap es una ecuación autoconsistente.
La integral SF (0) es cuadráticamente divergente y requiere, por lo tanto, de un
procedimiento de regularización apropiado. El método más sencillo consiste en intro-
ducir un cutoff para las componentes espaciales de momento Λ3 e integrar sobre la







~p 2 −M2 , (3.8)
donde Nc y Nf son el número de colores y el número de sabores respectivamente. Este
esquema de regularización se basa en la libertad asintótica de QCD, según la cual
para grandes momentos los quarks y gluones se comportan como partículas libres, no
interactuantes. De esta manera, el condensado 〈ψ¯ψ〉 representa la integral de densidad
escalar de la energía negativa de Dirac, hasta el cutoff Λ3. La ecuación del gap describe
la interacción de un fermión con la parte “activa” del mar de Dirac. De la Ec. (3.8) se








~p 2 −M2 . (3.9)
Considerando el caso m = 0 (límite quiral), es fácil ver que esta ecuación tiene una
solución no trivial con M 6= 0 cuando la constante de acoplamiento G excede un
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valor crítico Gcrit = π2/Λ23. Los quarks adquieren en ese caso una masa dinámica. La
generación dinámica de masa tiene lugar en paralelo con la reestructuración del vacío:
para G > Gcrit el vacío contiene un condensado 〈ψ¯ψ〉 no nulo. Como la densidad escalar
ψ¯ψ rompe la simetría quiral, el estado fundamental no tiene la simetría SU(2)R ⊗
SU(2)L del lagrangiano. La simetría quiral está espontáneamente rota, y el condensado
〈ψ¯ψ〉 sirve como el parámetro de orden correspondiente. Por lo tanto en el límite m = 0,
se distinguen dos casos de realización de la simetría quiral (ver Fig. 3.2):
1. La fase Wigner-Weyl (WW), en la cual 〈ψ¯ψ〉 = 0 y los fermiones no tienen masa.
Equivalentemente, la carga axial Q5 =
∫
d3xA0(x) aniquila el vacío: Q5 | 0〉 = 0.
En el modelo NJL este es el caso para G < Gcrit.
2. La fase Nambu-Goldstone (NG), en la cual 〈ψ¯ψ〉 6= 0 y los fermiones adquieren
masa dinámica. En esta fase existen bosones de Nambu-Goldstone de masa nula.
La carga axial no aniquila el vacío: Q5 | 0〉 6= 0. En el modelo NJL esto sucede
cuando G > Gcrit
Por otro lado, para el caso dem 6= 0, si bien la masa dinámica nunca llega a ser cero,
tiene un comportamiento similar al descrito para m = 0, ya que las masas corrientes de
los quarks son pequeñas, mostrando una curva asintótica (representada por la curva a
trazos de la Fig. 3.2) a la respectiva al límite quiral, tanto para el rango de G pequeños
como también para G≫ 1.
Figura 3.2: Representación de las masas dinámicas en función de la constante de aco-
plamiento. Se observan claramente las dos realizaciones de la simetría quiral, à la
Wigner-Weyl para G < Gcrit y à la Nambu-Golstone para G > Gcrit. La línea de
trazos representa el caso físico, mientras que la linea sólida corresponde al límite quiral
(m = 0).
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3.2.2. Bosón de Goldstone pseudoescalar
Como ya se ha mencionado, la ruptura espontánea de una simetría global implica la
existencia de un modo de masa cero, llamado bosón de Nambu-Goldstone. En este caso
se trata de un par fermión-antifermión pseudoescalar neutro (Jπ = 0−), identificado
con el pion.
Para ver cómo emerge el pion de Goldstone sin masa como consecuencia de la
ruptura espontánea de la simetría global U(1), construimos la matriz T (representada
en la Fig. 3.3) que surge de resolver la ecuación de Bethe-Salpeter (ecuación de dos
cuerpos) en el canal fermión-antifermión pseudoescalar para un dado cuadrimomento
cuadrático q2 del mesón:
Tπ(q2) = Kπ +KπJπ(q2)Kπ + · · · = Kπ1−KπJπ(q2) . (3.10)
Figura 3.3: Esquematización de la ecuación de Bethe-Salpeter para la matriz quark-
antiquark T (los propagadores de mesones aparecen como bandas sombreadas). Las
líneas sólidas corresponden a los propagadores de quarks vestidos en la aproximación
de Hartree.
La interacción en este canal está dada por el término G(ψ¯iγ5ψ)2 del lagrangiano de
la Ec. (3.3). Entonces, Kπ = 2G es el núcleo de la interacción, y Jπ es la integral del







/p+ /q2 −M + ıǫ
iγ5
1
/p− /q2 −M + ıǫ

 . (3.11)
El proceso de regularización de esta integral es idéntico al usado en la ecuación del gap
(3.5).
La masa mπ del pion queda determinada por los polos de la matriz T , es decir, por
la condición
1− 2GJπ(m2π) = 0. (3.12)
Utilizando la ecuación del gap (3.9) para m = 0 es posible ver que una solución de esta
ecuación es mπ = 0, lo que significa que el pion es un pseudo-bosón de Goldstone, es
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decir, un modo de masa nula que aparece como consecuencia la ruptura espontánea de
una simetría. Para mostrar esto partimos de






p2 −M2 + ıǫγ5
/p+M
p2 −M2 + ıǫ . (3.13)
Utilizando que TrD[γ5(/p +M)γ5(/p +M)] = Tr(M2 − /p/p) = −4(p2 −M2), se puede
obtener que









A partir de las Ecs. (3.5) y (3.6) se tiene
KπJπ(q2 = 0) = −2G
M
〈ψ¯ψ〉 = 1, (3.15)
por lo que se verifica la validez del teorema de Nambu-Goldstone.
El próximo paso es examinar la influencia de la ruptura explícita de la simetría
quiral, que se produce al considerar el término δL = −mψ¯ψ, con una masa corriente
fermiónica m no nula. Ante una rotación quiral ψ → exp(ıγ5θ/2)ψ, para ángulo θ
pequeño este término se transforma en
δLθ = −mψ¯(1 + ıγ5θ − 12θ
2 + ...)ψ. (3.16)
La densidad pseudoescalar ψ¯ıγ5ψ es la fuente del campo de piones φ, por lo que
podemos identificar θ = φ/fπ, donde fπ es una constante de normalización con dimen-
siones de energía. La acción de la corriente axial sobre el vacío debe producir partículas
pseudoescalares, de modo que, de acuerdo con la invarianza de Lorentz, se tiene
Aµ|0〉 ∼ qµ|π〉 .
La igualdad se obtiene introduciendo la constante fπ, que es la constante de decaimiento
del pion, definida por el elemento de matriz
〈0 | Aµ(0) | π(q)〉 = 〈0 | ψ¯(0) γµγ5 ψ(0) | π(q)〉 = 2 ıfπqµ (3.17)
y describe el decaimiento del pion via la corriente axial Aµ.
Consideremos ahora el término de orden θ2 = φ2/f2π de la Ec. (3.16). Este término
tiene la forma m/(2f2π)ψ¯ψφ
2. Esto corresponde exactamente al término de masa δL =
−12m2πφ2 para el pion. Usando nuevamente la aproximación de campo medio con el
reemplazo ψ¯ψ → 〈ψ¯ψ〉, podemos hallar la relación de Gell-Mann-Oakes-Renner:
m2πf
2
π = −m〈ψ¯ψ〉. (3.18)
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Esta importante ecuación conecta los parámetros de la ruptura explícita y espontánea
de la simetría quiral con los observables fenomenológicos del pion. La masa fermiónica
desnuda finita m aumenta la masa del pion mπ desde el valor nulo que tiene en el límite
quiral, de tal manera quemπ es proporcional a
√
m. Notar que el teorema de Goldstone
se verifica nuevamente en el límite m→ 0.
El escenario de ruptura espontánea de simetría es de naturaleza general y resulta
casi independiente de la forma detallada de la interacción subyacente. Hasta aquí,
hemos señalado estas importantes relaciones para el modelo con solamente piones como
pseudo-bosones de Goldstone. En las próximas secciones veremos su extensión para el
modelo NJL basado en el grupo SU(3) de sabor.
3.3. El modelo de NJL con tres sabores de quarks
En la sección anterior hemos desarrollado las características principales del modelo
NJL para dos sabores. Éste ha sido extensamente estudiado (Hatsuda y Kunihiro, 1985;
Bernard, 1986), resultando de gran utilidad para explorar la ruptura espontánea de
la simetría quiral y la consecuente aparición de condensados de quarks y generación
dinámica de masa.
En esta sección estudiaremos el modelo NJL generalizado a SU(3) de sabor, es decir,
con la incorporación del quark strange (Hatsuda y Kunihiro, 1994; Kunihiro y Hatsuda,
1988; Hatsuda y Kunihiro, 1991; Bernard et al., 1987, 1988; Reinhardt y Alkofer, 1988;
Takizawa et al., 1990; Klimt et al., 1990). Como la masa desnuda del quark strange es
ms ≃ 150 MeV, nos encontramos con un caso donde el quark “no es liviano ni pesado”.
Además, al introducir la extrañeza en el modelo, tendremos que prestar atención a la
anomalía axial U(1), como se explicó en la Sección 2.3.2, ya que en este caso el mesón
η′ forma parte del espectro de partículas.
La extensión del lagrangiano NJL a tres sabores resulta
LNJL = ψ¯(i/∂ − mˆ)ψ + L(4)int + L(6)int, (3.19)
donde la matriz de masas corrientes en este caso es mˆ =diag(mu,md,ms) y el lagran-
giano de interacción tiene una componente de interacción local de cuatro fermiones
L(4)int y un término de ruptura de la simetría U(1)A, dado por un acoplamiento de seis
fermiones L(6)int.
La interacción de cuatro fermiones debe satisfacer la simetría quiral U(3)R⊗U(3)L
junto con la simetría SU(3) de color y las simetrías discretas C, P y T. La forma más










donde ψ = (u d s)T y las matrices de Gell-Mann actúan sobre el espacio de sabor.
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El acoplamiento L(4)int tiene la simetría axial U(1)A, que no se observa en la natura-
leza. Como mencionamos antes, una manera de romper esta simetría en forma efectiva





















donde la suma es sobre los índices de sabor a, b, c ∈ {0, 1, ..., 8}. La constante de acopla-






Este vértice de interacción de seis fermiones que surge a partir de la interacción de ’t
Hooft produce modificaciones tanto en las ecuaciones del gap como en la interacción
efectiva de cuatro puntos. En el primer caso esto se traduce en la presencia de un
término adicional con dos loops de quarks, tal como se muestra diagramáticamente en
la Fig. 3.4. La ecuación correspondiente resulta
Mi = mi +G〈ψ¯ψ〉i + H2 ǫijk 〈ψ¯ψ〉j〈ψ¯ψ〉k, (3.24)
con (i, j, k) = cualquier permutación de (u, d, s), identificados con (1, 2, 3). Vemos que
estas ecuaciones contienen un término sin mezcla de sabores, proporcional a la constante
de acoplamiento G, tal como en el caso de dos sabores. Pero además hay un término,
proporcional a la constante H, que los mezcla.
Figura 3.4: Diagrama de las “ecuaciones del gap” (ecuaciones de Dyson en la aproxi-
mación de Hartree) para tres sabores de quarks.
Por otro lado, para describir los mesones deberemos primero construir vértices efec-
tivos de cuatro puntos, dados por la suma del vértice de cuatro puntos propiamente
dicho y los vértices de seis puntos con un lazo, como muestra la Fig. 3.5. Estos vértices
efectivos de cuatro puntos son luego usados como núcleos de interacción en la ecuación
de Bethe-Salpeter (ver Fig. 3.3). Si bien en este caso se presentan nuevas complicacio-
nes debido a la diferencia de masas de los quarks, el mecanismo resulta básicamente
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Figura 3.5: Vértice efectivo para la interacción de cuatro puntos.
similar al llevado a cabo en la versión de dos sabores, por lo que no lo desarrollaremos
aquí. Cálculos detallados encontrarse por ejemplo en las Refs. (Rehberg et al., 1996;
Klimt et al., 1990; Vogl et al., 1990).
Al igual que en el modelo de dos sabores, en general las integrales de lazos resultan
ser divergentes por lo que, como parte del modelo, es preciso especificar cómo regu-
larizar estas divergencias. En la literatura pueden encontrarse diferentes esquemas de
regularización (Klevansky, 1992; Ripka, 1997). En esta Tesis, tal como explicaremos de-
talladamente en la próxima sección, consideraremos interacciones no locales separables
que incluyen factores de forma capaces de regularizar las divergencias ultravioletas.
3.4. Núcleos de interacción no locales
En las secciones anteriores hemos descripto un sistema de quarks que interactúan
a través de acoplamientos locales e invariantes quirales. Estas interacciones locales
conducen a sistemas de ecuaciones cuyas integrales resultan divergentes y a un modelo
que carece de confinamiento. En cuanto a las divergencias, hay varios mecanismos de
regularización usados en la literatura (cutoff en 3 y 4 dimensiones, Pauli-Villars, etc.),
que en general conducen a resultados cualitativamente similares. Una alternativa a estos
modelos es proponer una interacción efectiva entre quarks basada en el intercambio
de uno o más gluones. En materia densa donde los quarks interactúan débilmente el
intercambio de un gluón es la interacción dominante entre quarks y puede proveer la
fuerza de atracción necesaria para formar singletes de color. Comenzaremos por tratar
el caso de dos sabores degenerados, y luego la extensión a tres sabores será directa.
Consideremos la acción efectiva para modelos no locales con interacciones de cuatro





ψ¯(p) [/p− mˆ]ψ(p) + Sint, (3.25)













× K12,1′2′(P, p;P ′, p′) ψ¯1(p1)ψ2(p2)ψ¯2′(p′2)ψ1′(p′1). (3.26)
3.4. Núcleos de interacción no locales 29
Aquí hemos usado la notación P = (p1+p2)/2, p = p1−p2. Los índices 1, 2, 1′ y 2′ corren
sobre color, sabor y espacio de Dirac. El núcleo de la interacción K12,1′2′(P, p;P ′, p′)
debe respetar la conservación del momento total, así como las simetrías básicas de
QCD detalladas en el Cap. 2. Sin embargo, estas restricciones no son suficientes pa-
ra determinar completamente su forma explícita. Para ello se debe recurrir a modelos
fenomenológicos que den lugar a ecuaciones relativamente sencillas de tratar. Una posi-
bilidad frecuentemente utilizada en la literatura (ver por ejemplo Schmidt et al. (1994))
es suponer que la interacción corresponde al intercambio de un gluón efectivo entre co-











Aquí las matrices de Gell-Mann λa actúan sobre el espacio de color. Suponiendo que
las componentes diagonales del propagador efectivo de gluones son las dominantes [es
decir, Gabµν(x− y) ∼ δµνδabG(x− y)] y utilizando las transformaciones de Fierz (Ripka,
1997; Buballa, 2005) se obtiene que esta interacción da lugar a un núcleo de la forma






En esta ecuación Λα representa productos de matrices de color, sabor y Dirac, y cα
son los coeficientes que surgen de las transformaciones de Fierz. En general, en los
modelos más simples sólo se retienen las componentes singletes de color relevantes
para el mecanismo de ruptura de simetría, debido a que es el término dominante en el
proceso de intercambio de un gluón (el octete está suprimido por 1/Nc en el límite de











donde Γα = (1 , iγ5τa) con a = 1, 2, 3, y se han omitido las matrices identidad en el
espacio de color. En cuanto a lo que hace a la dependencia en los momentos, la función
G(P,P ′) lleva en general a ecuaciones integrales no lineales que son complicadas de
resolver. Por este motivo, es conveniente introducir una simplificación adicional que
consiste en proponer que la interacción es separable, es decir
G(P,P ′)→ Gg(P )g(P ′), (3.31)
donde g(0) = 1. Teniendo en cuenta las aproximaciones hasta aquí mencionadas una
forma adecuada para el núcleo de interacción es
K12,1′2′(P, p;P
′, p′) = −Gδ(4)(p− p′) g(P )g(P ′)Γα12Γα1′2′ . (3.32)
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Figura 3.6: Representación diagramática de la Ec. (3.32). En el diagrama de la izquierda
K es un núcleo de interacción general de cuatro puntos que depende de todos los
momentos, mientras que en el de la derecha los vértices son diagonales en el espacio de
sabor y en cada uno de ellos aparece un factor de forma g(p), que depende de un solo
momento.
El reemplazo de la Ec. (3.29) por las Ecs. (3.30) y (3.31) está representado en la
Fig. 3.6. En la función g(P ) se encuentra la información acerca de la no localidad de la
interacción, y es por esto que en general recibe el nombre de factor de forma. Notemos
aquí que desde el punto de vista del núcleo de interacción el modelo de NJL corresponde
a utilizar la Ec. (3.32) con g(p) = 1.
En este punto es importante notar que la forma más general del propagador efectivo




donde M(p) es la masa efectiva y Z(p) la llamada renormalización de función de onda
(WFR), ambas en general dependientes del momento.
Si bien el núcleo dado en la Ec. (3.32) puede dar lugar a una masa efectiva no
trivial, es fácil ver que conduce a Z(p) = 1, lo cual no está de acuerdo con resultados
encontrados en cálculos de LQCD (Bowman et al., 2002, 2003; Furui y Nakajima, 2006;
Parappilly et al., 2006) que indican, por ejemplo, que a momento cero las correcciones
de la WFR pueden ser hasta del orden del 30%. Para dar cuenta de estas correcciones es
necesario introducir una interacción adicional entre los quarks. Una forma conveniente
es la propuesta en la Ref. (Noguera, 2007):
K12,1′2′(P, p;P
′, p′) = Gδ(4)(p− p′) f(P )f(P ′)PµP ′νγµ12γν1′2′ . (3.34)
En lo que sigue utilizaremos la suma de los núcleos dados en las Ecs. (3.32) y (3.34) para
modelar las interacciones entre quarks generadas por QCD en el régimen no perturba-
tivo. Antes de terminar esta sección conviene aclarar que la forma dada en la Ec. (3.34)
no es la única que da lugar a una función Z(p) no trivial. Una forma alternativa es la
introducida en la Ref. (Burden et al., 1997),
K12,1′2′(P, p;P
′, p′) = Gδ(4)(p − p′) f(P )f(P ′) P · P ′. (3.35)
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Es posible ver que dentro de las aproximaciones usualmente utilizadas para tratar este
tipo de modelos efectivos, ambos tipos de interacción conducen a resultados muy simi-
lares. Finalmente, para extender este formalismo a tres sabores de quarks es necesario
reemplazar en la expresión de Γα las tres matrices de Pauli de 2 × 2 por las ocho de
Gell-Mann de 3× 3, más la correspondiente matriz identidad.
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de sabor
Las líneas de las manos no son otra cosa que
la consecuencia de que la mano se cierra por la
palma
Alejandro Dolina
Resumen: En este capítulo generalizaremos el modelo de Nambu Jona-Lasinio
para obtener una descripción más realista de las interacciones entre quarks. Se
considerará un modelo no local de tipo NJL con simetría SU(3) de sabor a nivel
de campo medio y posteriormente a orden cuadrático en las fluctuaciones de los
campos. En este marco podremos determinar propiedades fenomenológicas de los
mesones escalares y pseudoescalares en función de factores de forma presentes en
las corrientes fermiónicas.
4.1. Modelo no local con simetría SU(3) de sabor y WFR
4.1.1. Acción efectiva
Consideremos un modelo no local de quarks para los sabores u, d y s, con simetría
de sabor SU(3). De acuerdo con los lineamientos expuestos en el capítulo anterior,
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Aquí ψ(x) representa el campo de quarks, que incluye índices de color y sabor. Como
se ha definido previamente, la matriz de masas es mc = diag(mu,md,ms). Las Aabc
son las constantes de estructura simétricas de SU(3) definidas en la Ec. (3.23), G y
H son constantes de acoplamiento y κ es un parámetro con dimensiones de energía
que determina el peso relativo entre los términos de interacción de cuatro fermiones.
Comparando con el modelo NJL con simetría SU(3), Ec. (3.20), se ha incluido un nuevo
acoplamiento de cuatro fermiones que contiene la llamada corriente de momento jr(x),
responsable de la renormalización de la función de onda de los quarks. Por último, las
funciones f(z) y g(z) son factores de forma covariantes que caracterizan la no localidad
de las interacciones. Los acoplamientos del modelo local NJL se recuperan en el límite
g(z) = f(z) = δ(4)(z).
Para trabajar con grados de libertad mesónicos bosonizamos la acción de la Ec. (4.1).
Para esto es necesario considerar la función de partición
Z =
∫
Dψ¯ Dψ e−SE . (4.3)
Introducimos ahora campos mesónicos escalares σa(x), ζ(x) y pseudoescalares πa(x),






DSa DPa DR δ(Sa − jsa) δ(Pa − jpa) δ(R − jr) f(Sa, Pa, R) . (4.4)
Estos campos pueden utilizarse para representar las deltas como integrales funcionales




d4x σa(x) [Sa(x)− jsa(x)]
}
,




d4x πa(x) [Pa(x)− jpa(x)]
}
,




d4x ζ(x) [R(x)− jr(x)]
}
. (4.5)
Usando la forma (4.4) para escribir la exponencial de la acción en (4.3), es posible
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integrar sobre los campos fermiónicos obteniendo
Z =
∫
Dσa Dπa Dζ det A(σa, πa, ζ)
×
∫




σaSa + πaPa + ζR+
G
2




Aabc (SaSbSc − 3SaPbPc)
]}
. (4.6)
Aquí hemos definido un operador A en el espacio de momentos,














(/p+ /p′) ζ(p′ − p) , (4.7)
donde g(p) y f(p) denotan las transformadas de Fourier de los factores de forma pre-
sentes en las corrientes de las Ecs. (4.2). Notar que la invarianza de Lorentz implica que
estas funciones sólo pueden depender de p2. Para H = 0 la exponencial en la Ec. (4.6)
es cuadrática, y puede resolverse en forma exacta (Noguera y Scoccola, 2008), de modo
que no es necesario entonces introducir los campos auxiliares. En general este no es
el caso, pero puede emplearse el método de aproximación de fase estacionaria (SPA),
según el cual la integral se realiza sobre el camino que minimiza la acción. De esta
forma se definen los campos S˜a, P˜a y R˜, que satisfacen dicha condición. Variando la




HAabc [S˜b(x)S˜c(x)− P˜b(x)P˜c(x)] = 0 ,
πa(x) +GP˜a(x)− 32HAabc S˜b(x)P˜c(x) = 0 ,
ζ(x) +GR˜(x) = 0 , (4.8)
con lo cual se obtiene una acción efectiva escrita en términos de los grados de libertad
σa, ζ y πa:




σaS˜a + πaP˜a + ζR˜+
G
2




Aabc (S˜aS˜bS˜c − 3S˜aP˜bP˜c)
]
. (4.9)
4.1.2. Aproximación de campo medio
En esta aproximación, se expanden los campos bosónicos alrededor de sus valores
de expectación de vacío. Los campos escalares σa(x), a = 0, 3, 8, y ζ(x) tienen valores
de campo medio σ¯a, ζ¯ no nulos, mientras que σ¯a = 0 para a = 1, 2, 4, 5, 6, 7, y π¯a = 0,
ya que el vacío de QCD debe ser invariante ante conjugación de carga y paridad. Con
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lo cual se tiene
σa(x) = σ¯a + δσa(x) ,
πa(x) = δπa(x) ,
ζ(x) = ζ¯ + δζ(x) , (4.10)
y la acción de la Ec. (4.9) se puede desarrollar en serie a distintos órdenes en las
fluctuaciones de los campos.
El orden cero de este desarrollo corresponde a la Aproximación de Campo Medio
(MFA), mientras que el término lineal es nulo ya que σ¯a(x) y ζ¯(x) minimizan la acción.
De este modo,
SE = SMFA + Scuad + ... (4.11)
Si pasamos al espacio de impulsos, de acuerdo con la Ec. (4.7) el operador A en la
MFA puede ser expresado como














De este modo, se ha obtenido un propagador efectivo de quark, que incluye una masa
dinámica M(p) dependiente del momento, y una WFR Z(p) también dependiente del
momento. Esta dependencia viene dada por los factores de forma no locales cuya forma
funcional puede ser propuesta y ajustada de modo tal de reproducir el comportamiento
del propagador obtenido en cálculos provenientes de LQCD, tal como será explicado en
la Sección 4.2.
Suponiendo que los factores de forma son funciones reales y realizando la integral
















donde se ha definido S¯a, R¯ como los valores de campo medio de los campos auxiliares
S˜a, R˜. De este modo se obtienen las “ecuaciones del gap”,
σ¯a +G S¯a +
3
4
H Aabc S¯bS¯c = 0 ,
ζ¯ +GR¯ = 0 . (4.15)
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Dado que sólo son no nulos σ¯0, σ¯3 y σ¯8 es conveniente realizar un cambio de base
definiendo valores medios “de sabor”,
diag(σ¯u, σ¯d, σ¯s) = σ¯0λ0 + σ¯3λ3 + σ¯8λ8 . (4.16)

















(S¯u + S¯d − 2S¯s) . (4.17)












S¯uS¯d = 0 ,






















donde se ha definido Mi(p) = Z(p) [mi + σ¯ig(p)]. Aquí los subíndices 1, 2, 3 correspon-
den a los quarks u, d, s, respectivamente.
Los condensados quirales 〈q¯q〉, parámetros de orden de la ruptura de la simetría
quiral, se definen como los valores de expectación del vacío de los operadores q¯q y
pueden obtenerse por derivación del logaritmo de la función de partición de la Ec. (4.3)





Dψ Dψ¯ e−SE ψ¯qψq . (4.20)
Para quarks de masa no nula la expresión que se obtiene por derivación en la MFA
resulta cuadráticamente divergente. Usualmente es regularizada restándole el valor del











, q = u, d, s. (4.21)
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4.1.3. Fluctuaciones cuadráticas
En esta sección nos ocuparemos del término cuadrático de la Ec. (4.11), a partir del
cual se obtendrán los términos de masa para los mesones escalares y pseudoescalares
más livianos.
Para obtener estados de masa físicos, reescribimos las fluctuaciones δπa y δσa en una
base de estados φM . Previo cambio de base ψij =
1√
2















η8 + 1√3η0 K
0







mientras que para el sector escalar basta con reemplazar π → a0, K → κ y η → σ.
Consideraremos además el límite de isospin, esto es mu = md. En este límite, el
lagrangiano de quarks masivos es invariante frente a la simetría global SU(2)V . Con lo
cual, en términos de los campos φM , el término cuadrático del desarrollo de la acción









rM GM (p2) φM (p) φ¯M (−p) , (4.23)
donde el coeficiente rM toma valores 1 para los estados M = a00, σ, f0, ζ, π
0, η, η′, y 2











S¯s)−1 + 4C∓uu(p) ,
G(Kκ)
(p) = (G± H
2















donde C∓ij (p), con i, j = u o s vienen dados por









× [(q+ · q−)±Mi(q+)Mj(q−)] , (4.25)
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6G∓ 2HS¯s ∓ 4HS¯u











8G2 − 4H2S¯2u ∓ 4HGS¯s
]
. (4.26)
Para diagonalizar el sector η8, η0 de la acción cuadrática es necesario introducir
ángulos de mezcla θη, θη′ tales que
η = η8 cos θη − η0 sin θη ,
η′ = η8 sin θη′ + η0 cos θη′ . (4.27)
Estos ángulos están dados por







Finalmente, los estados físicos para el sector no diagonal de la acción escalar en la




































































Las funciones Gζ(p), Gσ(p) y Gf0(p) en la Ec. (4.23), para un dado valor de p
2 son los
autovalores de la matriz de la Ec. (4.29).
Las expresiones de la Ec. (4.24) junto a los autovalores de la Ec. (4.29), permiten
calcular las masas de los mesones escalares y pseudoescalares resolviendo las ecuaciones
GM (−m2M ) = 0 , (4.31)
40
Capítulo 4. Fenomenología de mesones en un modelo nlNJL
con simetría SU(3) de sabor
donde el signo menos en el argumento de GM se debe a que hemos trabajado en el
espacio euclídeo. Notar que los espectros de piones y kaones, así como de sus compañeros
quirales están degenerados, como es de esperar dado que se ha trabajado en el límite
de isospin.
Por último, debemos tener en cuenta que los campos mesónicos en la acción de la
Ec. (4.23) no son todavía los estados físicos dado que no están correctamente norma-
lizados. Para llevar la acción a la forma canónica en el límite p2 = −m2M es necesario
renormalizar estos campos mediante constantes ZM adecuadas. Los campos físicos ven-
drán dados entonces por
φ˜M (p) = Z
−1/2









4.1.4. Constante de decaimiento débil
Por definición, las constantes de decaimiento débil de los mesones pseudoescalares
están dadas por los elementos de matriz de las corrientes axiales Aaµ definidas en la
Ec. (2.16), entre el vacío y los estados mesónicos, esto es:
ıfab(p
2) pµ = 〈0|Aaµ(0)|δπb(p)〉 . (4.34)
Los elementos de matriz en la Ec. (4.34) se obtienen a través de la derivada funcional







Para obtener la expresión de la corriente axial es necesario realizar transformaciones
de gauge en la acción efectiva introduciendo un conjunto de campos axiales externos
Aaµ. En una teoría local, es suficiente reemplazar ∂µ → Dµ = ∂µ + ı2γ5λaAaµ en la
Ec. (4.1), para que la acción resulte invariante frente a transformaciones axiales loca-
les. En nuestro caso, al trabajar con interacciones no locales, es necesario realizar un





































donde la función WA(x, y) está definida por
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siendo P el operador orden temporal, y s tomando valores sobre algún camino que
conecte x con y.
De la Ec. (4.35) vemos que sólo contribuyen a los elementos de matriz los términos
lineales en Aaµ, por lo tanto desarrollamos WA a primer orden en los campos de gauge,







µ(s)dsµ +O(A2) . (4.38)















donde se ha escrito explícitamente sólo la parte lineal en Aaµ y δπ, es decir la parte que

































M2i (q+) + q+2
Z(q−)
M2j (q−) + q−2
[









] · [Z(q−)q+ − Z(q+)q−]




De este modo, introduciendo el factor de renormalización de la Ec. (4.33), en el límite




















para los mesones π y K respectivamente. Para el sector η−η′, donde existe una mezcla
entre los estados η0 y η8, pueden definirse dos constantes de decaimiento débil fη,a y
fη′,a para cada componente a = 0, 8 de la corriente axial definida en la Ec. (4.34). Éstas
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fa8(p2) cos θη − fa0(p2) sin θη
] ∣∣∣∣
p2=−m2η











, a = 0, 8 . (4.43)
Las constantes fab que aparecen en la expresión anterior pueden escribirse en términos























4.2. Parametrizaciones del modelo NJL no-local
Para completar la descripción del modelo que hemos presentado, debemos fijar los
valores de los parámetros y elegir una dependencia funcional para los factores de forma
f(p) y g(p) introducidos en las corrientes fermiónicas de la Ec. (4.2), que caracterizan
la interacción entre quarks. De este modo, además de los factores de forma, en el límite
de isospin el modelo incluye cinco parámetros libres: la masas desnudas de los quarks
mu y ms; las constantes de acoplamiento G y H; y el factor de peso κ.
Consideraremos dos parametrizaciones. La primera, que denominaremos como PI,
corresponde a factores de forma exponenciales utilizados frecuentemente en la literatura
(Schmidt et al., 1994; Bowler y Birse, 1995; Golli et al., 1998; Gomez Dumm y Scoccola,
2002; Scarpettini et al., 2004; Gomez Dumm y Scoccola, 2005; Gomez Dumm et al.,
2006):
g(p) = exp(−p2/Λ20) , f(p) = exp(−p2/Λ21) . (4.45)
Éstos garantizan una rápida convergencia ultravioleta de las integrales de loops. Los
parámetros Λ0 y Λ1 determinan el rango de no localidad de la interacción para cada
canal en el espacio de momentos.





















Como se puede ver en la Fig. 4.1, estas formas funcionales pueden ser ajustadas de
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forma tal de reproducir la dependencia con el momento de la masa dinámica (panel
superior) y de la función de renormalización de onda de los quarks (panel inferior)


































Figura 4.1: Dependencia con el momento de la masa y WFR de los quarks para las
parametrizaciones PI y PII con el momento, comparadas con cálculos de LQCD para
Nf = 2 + 1 extraídos de la Ref. (Parappilly et al., 2006).
Definidos los factores de forma, es posible determinar los parámetros libres del mo-
delo eligiendo reproducir ciertos observables fenomenológicos. Para este análisis hemos
fijado la masa corriente mu y el valor del condensado quiral 〈u¯u〉 para la PI y la masa
corrientemu y el valor de Λ1 para la PII, este último basado en el ajuste a los resultados
de LQCD para Z(p). Los restantes cinco parámetros se determinaron tomando el valor
de la WFR a momento cero, es decir Z(0) = 0,7, y exigiendo que el modelo reproduzca
las masas de los mesones pseudoescalares π, K y η′, como así también la constante
de decaimiento débil del pión fπ. En particular, se eligió la masa del mesón η′ porque
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es la más sensible al valor de la constante de acoplamiento H, que es la que regula la
anomalía axial.
En la Tabla 4.1 se resumen los valores de los parámetros correspondientes a las dos
parametrizaciones propuestas (Carlomagno et al., 2015a).
PI PII
mu [MeV] 5.70∗ 2.60∗
ms [MeV] 136.19 64.91
GΛ20 23.64 16.65
−HΛ50 525.59 202.80
Λ0 [MeV] 814.19 795.46
Λ1 [MeV] 1032.89 1510.00∗
κ [GeV] 4.36 10.33
Tabla 4.1: Valores para los parámetros del modelo correspondientes a los factores de
forma de las Ecs. (4.45) y (4.46). Los asteriscos indican las cantidades escogidas como
input.
4.3. Resultados numéricos
Una vez que los parámetros libres del modelo han sido determinados, es posible
calcular otras propiedades de los mesones escalares y pseudoescalares. En la Tabla 4.2 se
presentan los resultados para los valores de expectación de los campos, los condensados,
las masas de los mesones y los parámetros de decaimiento para las dos parametrizaciones
descriptas en la sección anterior. Las cantidades marcadas con un asterisco corresponden
a aquéllas que fueron elegidas para fijar los parámetros del modelo (Carlomagno et al.,
2015a).
En general, las masas de los mesones, los ángulos de mezcla y las constantes de
decaimiento predichas están en razonable acuerdo con los valores fenomenológicos.
Puede verse que los obtenidos para la PI no difieren de aquéllos calculados en la
Ref. (Contrera et al., 2010a) para un modelo no local sin WFR. Con respecto al sector
escalar, la inclusión de la función de onda conduce a un nuevo campo escalar ζ que se
acopla con los campos de isospin cero σ0 y σ8. Las masas de las partículas físicas son
obtenidas a partir de los autoestados de la matriz de 3×3 en la Ec. (4.29). La diagonali-
zación de esta matriz muestra que una de las funciones GM (p) es definida positiva para
todo el rango de momentos, de modo que la Ec. (4.31) no tiene solución y no es posible
asociar el campo escalar correspondiente con un estado físico. Es natural identificar
este estado con el campo ζ. Los restantes dos estados son interpretados como los meso-
nes escalares σ(500) y f0(980) descriptos en el Review of Particle Physics (Olive et al.,
2014).
En el caso de mesones cuya masa es superior a 1 GeV, los quarks que constituyen el
mesón pueden estar simultáneamente on-shell cuando p2 es del orden de su masa. En
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PI PII Empírico
σ¯u [MeV] 529 472 -
σ¯s [MeV] 702 709 -
ζ¯/κ −0,429 −0,429 -
−〈u¯u〉1/3 [MeV] 240∗ 316 -
−〈s¯s〉1/3 [MeV] 198 341 -
mπ [MeV] 139∗ 139∗ 139
mK [MeV] 495∗ 495∗ 495
mη [MeV] 527 523 547
mη′ [MeV] 958∗ 958∗ 958
ma0 [MeV] 936 1070 980
mK∗
0
[MeV] 1240 1150 1430
mσ [MeV] 601 564 400 - 550
mf0 [MeV] 1364 1315 990 / 1350
fπ [MeV] 92.4∗ 92.4∗ 92.4
fK/fπ 1.17 1.17 1.22
f0η/fπ 0.17 0.21 (0.11 - 0.507)
f8η/fπ 1.12 1.09 (1.17 - 1.22)
f0η′/fπ 1.09 1.49 (0.98 - 1.16)
f8η′/fπ −0.48 −0.46 −(0.42 - 0.46)
θ0 −8.63◦ −7.97◦ −(0◦ - 10◦)
θ8 −22.94◦ −23.09◦ −(19◦ - 22◦)
Tabla 4.2: Resultados numéricos para varias cantidades fenomenológicas. El asterisco
indica las cantidades escogidas para determinar el modelo.
estas condiciones la integral resulta divergente y es necesaria una regularización, por
ejemplo la definida en la Ref. (Scarpettini et al., 2004). Sin embargo se puede realizar
una buena estimación extrapolando las funciones desde la región donde la integral está
definida hasta la región donde se satisfaga la Ec. (4.31).
De la Tabla 4.1 se observa que para la PII se obtienen masas bajas para mu y ms y
condensados algo grandes para los sabores livianos, en comparación con los valores feno-
menológicos usuales. Resultados similares se obtienen en las Refs. (Noguera y Scoccola,
2008) y (Hell et al., 2011). Como se discute en esos artículos, esto se debe a que los ajus-
tes a los cálculos de lattice QCD para la WFR están basados en resultados obtenidos
de la Ref. (Parappilly et al., 2006) donde la escala de renormalización es µ = 3 GeV
(es importante notar que tanto las masas de los quarks como los condensados son
cantidades dependientes de esta escala). Por otro lado, para ambas parametrizacio-
nes se encuentra que el cociente ms/mu ≃ 25 es fenomenológicamente adecuado, y
algo similar sucede con el factor −〈u¯u〉mu, para el que se obtiene 7,9 × 10−5 GeV4
para la PI y 8,2 × 10−5 GeV4 para la PII. Estos valores están en buen acuerdo con
los obtenidos a partir de la relación de Gell-Mann-Oakes-Renner de la Ec. (3.18),
−〈u¯u〉mu = f2πm2π/2 ≃ 8,3× 10−5 GeV4.
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Comenzaremos describiendo el modelo de Polyakov-NJL no local, considerando
distintos potenciales de Polyakov y estudiaremos, en el contexto de este modelo,
las temperaturas críticas para las transiciones de restauración de la simetría quiral
y deconfinamiento para potencial químico nulo. El análisis de las transiciones en
estas condiciones es de fundamental importancia debido a que para µ = 0 es posible
estudiar QCD a bajas energías utilizando técnicas de LQCD. De este modo, existen
resultados ab initio con los cuales contrastar aquéllos obtenidos utilizando modelos
efectivos. En segundo lugar se estudiarán las transiciones a potencial químico finito,
para luego construir el diagrama de fases de QCD en el plano T−µ para los distintos
potenciales y factores de forma.
5.1. Modelo de Polyakov Nambu Jona-Lasinio
Para estudiar el comportamiento de la materia fuertemente interactuante a tempe-
ratura y densidad finitas incorporando una descripción del deconfinamiento, se puede
considerar el loop de Polyakov (PL), y construir un modelo efectivo para una teoría de
gauge pura que luego se acople al modelo de NJL.
Como hemos visto en el Cap. 2, puede identificarse al valor de expectación de la
traza del loop de Polyakov Φ = 〈φ〉 como un parámetro de orden, siendo Φ = 0 el
47
48
Capítulo 5. Transiciones de fase en un modelo nlPNJL
con simetría SU(3) de sabor y WFR
valor correspondiente a la fase en que los quarks y gluones están confinados. Cálculos
de LQCD para el valor de la traza del PL como función de la temperatura indican,
como se puede ver en la Fig. 5.1, que la transición de deconfinamiento en ausencia de
quarks dinámicos ocurre a una temperatura T0 = 270 MeV, siendo esta transición de
primer orden.
Es posible construir un potencial efectivo U(Φ, T ) de acuerdo a las estimaciones de
LQCD. Éste deberá tener un mínimo en Φ = 0 cuando T < T0, y en T = T0 pasar
a tener un máximo local en Φ = 0 y un mínimo en un valor de Φ > 0, dando lugar
a la transición de fase (ver Fig. 5.3). Esto se corresponde con la ruptura del grupo
de simetría Z3. El mínimo debe acercarse a Φ = 1 cuando la temperatura continúe
aumentando por encima de T0 (ver Fig. 5.1). A continuación se describirán algunos
potenciales propuestos en la literatura.
En primer lugar consideraremos un potencial efectivo basado en la forma logarítmica
de la medida de Haar de integración asociada con el grupo SU(3) de color. Éste viene





a(T )Φ2 + b(T ) log(1− 6Φ2 − 3Φ4 + 8Φ3) , (5.1)
con los coeficientes parametrizados según
















Los parámetros del potencial están ajustados de manera tal que se pueda reproducir
la ecuación de estado para la teoría de gauge pura y el valor asintótico de expectación
del loop de Polyakov cuando T → ∞. Se tiene (Roessner et al., 2007)
a0 = 3,51, a1 = −2,47, a2 = 15,2, b3 = −1,75 . (5.3)





























Ajustando una vez más el valor de las constantes a resultados de la teoría de gauge
pura en LQCD, se obtiene
a0 = 6,75, a1 = −1,95, a2 = 2,625 ,
a3 = −7,44, b3 = 0,75, b4 = 7,5 . (5.6)
Otro potencial considerado en la literatura es el propuesto en las Refs. (Fukushima,
2004, 2008), que incluye un término logarítmico y uno cuadrático con un coeficiente
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que decrece en forma exponencial con la temperatura,
UFuku(Φ, T ) = − b T
[
54 exp(−a/T )Φ2 + log
(
1− 6Φ2 + 8Φ3 − 3Φ4
) ]
. (5.7)














Figura 5.1: Traza del loop de Polyakov como función de la temperatura reducida (TC =
270 MeV) para los potenciales logarítmico (línea sólida), polinómico (línea de trazos)
y de Fukushima (línea punteada) para una teoría sin quarks dinámicos. Los cuadrados
representan resultados de LQCD tomados de la Ref. (Kaczmarek et al., 2002)
la contribución de quarks y gluones al potencial Uglue se relaciona con el de Yang-Mills








tYM(tglue) = 0,57 tglue = 0,57
(




En este caso se tiene en cuenta la acción de quarks dinámicos sobre los gluones, a dife-
rencia de los potenciales anteriores donde se consideraba una teoría puramente gluónica.
Para incorporar este efecto se define una medida que determina dicha acción y a partir
de la cual puede estimarse cuánto se modifica el potencial efectivo a través de un factor
que escalea la temperatura reducida tglue (ver Fig. 5.2). Esto puede realizarse porque la
forma del potencial se conserva al variar la escala de temperaturas. La dependencia del
potencial del PL con Φ es elegida entre los potenciales de las Ecs. (5.4) o (5.1), mientras
que para T gluec se toma un valor de 210 MeV (Haas et al., 2013). Los parámetros a y
b definidos en la Ref. (Fukushima, 2008) de la Ec. (5.7) conducen a una temperatura
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crítica de Tc ≃ 200 MeV, que resulta ser un poco mayor a la estimada por lattice QCD,
por lo cual b y T gluec se modificaron a (145 MeV)
3 y 200 MeV, respectivamente.
Figura 5.2: Relación entre la escala de temperatura para una teoría Yang-Mills (línea
de trazos) y una teoría donde se considera la acción de los quarks sobre los bosones
de gauge (línea sólida). Las cruces corresponden a los cálculos obtenidos a partir de la
medida definida para comparar ambas teorías (Haas et al., 2013).
En relación al parámetro T0 que fija la escala para el potencial del PL, se ha ar-
gumentado que su valor debe ser modificado en presencia de quarks dinámicos. De
acuerdo con el análisis en la Ref. (Schaefer et al., 2007) se obtiene T0 = 210 MeV para
Nf = 2, T0 = 190 MeV para Nf = 2 + 1 y T0 = 180 MeV para Nf = 3, con un error
de aproximadamente 30 MeV. El caso Nf = 2 + 1 corresponde a quarks up y down
no masivos y al quark strange con una masa corriente de aproximadamente 150 MeV,
mientras que Nf = 3 representa a los tres quarks como no masivos.
En el panel superior de la Fig. 5.3 se muestra el valor del potencial efectivo U(Φ, T )
para los tres potenciales mencionados a una temperatura de 100 MeV, a la que todavía
la transición de deconfinamiento no ha ocurrido, con lo cual la simetría Z3 no está rota
y el único mínimo del potencial se encuentra en Φ = 0. Una vez superada la transición
de fase, a medida que la temperatura aumenta el mínimo del potencial se traslada por
medio de una transición de primer orden a valores finitos de Φ, y Φ = 0 se convierte
en un máximo local, como se puede ver en los paneles central e inferior de la Fig. 5.3.
Hasta aquí tenemos por un lado el modelo de NJL para los quarks, y por otra parte
un potencial para el PL que involucra al sector gluónico. El acoplamiento entre ellos se
puede incorporar utilizando la derivada covariante. Esto es, en la acción euclídea de la
Ec. (4.1) se reemplaza
∂µ → Dµ ≡ ∂µ − iAµ (5.10)
con Aµ = g Aaµ λ
a/2, donde Aaµ son los campos de gauge de color de SU(3).
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T = 300 MeV
Figura 5.3: Potencial termodinámico del loop de Polyakov para T = 100 MeV (arriba),
para T = 250 (centro) y 300 MeV (abajo) con T0 = 200 MeV. La línea sólida representa
al potencial logarítmico, la de trazos al potencial polinómico y la punteada al de Fu-
kushima. Se observa cómo los potenciales pasan de tener un mínimo en Φ = 0, a tener
allí un máximo relativo y un mínimo en algún valor de Φ > 0 que se desplaza hacia la
derecha al aumentar la temperatura.
Por simplicidad, en general no se toma en cuenta la dependencia espacial del PL,
es decir que se supone que los quarks se mueven en un fondo uniforme de un campo
estático de gauge de color, A4 = ı A0 = ϕ. Además, trabajando en el llamado gauge de
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Polyakov, la matriz A4 tiene representación diagonal
A4 = ϕ3λ3 + ϕ8λ8 , (5.11)
de manera que hay sólo dos variables independientes: ϕ3 y ϕ8. Debido a las propiedades
del Lagrangiano de QCD frente a la transformación de conjugación de carga, Φ debe
ser una cantidad real, por ende si ϕ3 y ϕ8 son números reales, necesariamente ϕ8 = 0.
Entonces, la traza del PL, Φ = 13Tr exp(iϕ/T ) , que puede tomarse como parámetro
de orden para el confinamiento, se puede escribir a nivel de campo medio, como
Φ = [2 cos(ϕ3/T ) + 1]/3 . (5.12)
5.2. Deconfinamiento y restauración de la simetría quiral
a potencial químico nulo
5.2.1. Termodinámica a campo medio
Para estudiar las transiciones de fase y la dependencia con la temperatura de
los observables termodinámicos partimos de la Ec. (4.14), incorporando la interac-
ción con el campo de color. Consideraremos el potencial termodinámico por unidad
de volumen en la aproximación de campo medio (MFA) empleando el formalismo de
Matsubara descripto en el Cap. 2, y seguiremos el mismo procedimiento de regula-
rización usado en otros trabajos, por ejemplo en las Refs. (Scarpettini et al., 2004;
Gomez Dumm y Scoccola, 2002). Éste consiste en sustraer la contribución del poten-
cial termodinámico en ausencia de interacciones fermiónicas y luego sumarla en su
forma regularizada. Se obtiene así (Carlomagno et al., 2013, 2015a)
























































Aquí hemos definido p2nc = [(2n + 1)πT + ϕc]
2 + ~p 2 y ǫfp =
√
~p 2 +m2f . Las sumas
involucran índices de color y sabor c = r, g, b y f = u, d, s, respectivamente, y los
campos de fondo de color se definen como ϕr = −ϕg = ϕ3, ϕb = 0. Finalmente, el
término Ω0 es una constante que fija el valor del potencial termodinámico a T = 0. A
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través de este potencial termodinámico se pueden encontrar los valores medios σ¯f , ζ¯ y









= 0 . (5.15)
Naturalmente, al tomar el límite T = 0 se recuperan las expresiones de la Ec. (4.18).
A su vez, es posible calcular cantidades termodinámicas como la densidad de energía ǫ
o la densidad de entropía s, por medio de las relaciones




Para el estudio de la transiciones de fase es importante analizar el comportamiento
de los condensados quirales y las susceptibilidades correspondientes. En términos del










, q = u, d, s . (5.17)





Para altas temperaturas, el condensado regularizado es dominado por el término libre
Ωfree, y crece con la temperatura como 〈q¯q〉 ∼ −mqT 2. Por lo tanto, para analizar










normalizado a uno para los valores de los condensados 〈q¯q〉0 = 〈q¯q〉(T = 0).
De esta forma, nos centraremos en el condensado de quarks sustraído 〈q¯q〉sub y
en el valor de expectación del PL Φ, que serán tomados como parámetros de orden
para las transiciones de fase de restauración de la simetría quiral y deconfinamiento,
respectivamente. Si estas transiciones son de primer orden, se verán reflejadas en una
discontinuidad en los parámetros de orden y las funciones termodinámicas. En cambio,
si ocurren de manera suave (crossover), no existe una única manera de definir la tempe-
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ratura de transición. Para estos casos, en lo que sigue, tomaremos como temperaturas
críticas a aquéllas para las que encontramos un máximo en las susceptibilidades antes
definidas.
5.2.2. Resultados numéricos a temperatura finita
En esta sección se presentan los resultados para las cantidades definidas en la sub-
sección anterior, empleando los factores de forma introducidos en la Sec. 4.2 y los
potenciales efectivos de la Sec. 5.1 (Carlomagno et al., 2013).
En la Fig. 5.4 graficamos el condensado quiral sustraído, la traza del loop de Pol-
yakov y las susceptibilidades asociadas como función de la temperatura. Las curvas
corresponden a la parametrización PII, donde los factores de forma están basados en
resultados de LQCD, y al potencial de Polyakov de tipo logarítmico de la Ec. (5.1). En
las figuras se muestran también los resultados obtenidos en cálculos de LQCD, tomados
de las Refs. (Borsanyi et al., 2010b; Bazavov y Petreczky, 2010).
En el panel superior, se observan los resultados para el condensado sustraído 〈q¯q〉sub
y la traza del loop de Polyakov Φ, para T0 = 270 y 200 MeV (línea a trazos y sólida,
respectivamente). Como se mencionó anteriormente T0 = 270 MeV es la temperatura
de deconfinamiento para una teoría que sólo incluye bosones de gauge, mientras que
T0 = 200 MeV tiene en cuenta la presencia de quarks dinámicos (Schaefer et al., 2007).
De acuerdo con el comportamiento de los parámetros de orden, encontramos que para
T = 0 los quarks se encuentran confinados en hadrones y al aumentar la temperatura
observamos que a través de una transición crossover el sistema pasa a una fase donde
la simetría quiral se encuentra restaurada y los quarks se deconfinan.
En el panel central e inferior, se grafican la susceptibilidad de Polyakov χΦ y la
susceptibilidad quiral χq definidas en la Ecs. (5.17) y (5.18), respectivamente, en función
de la temperatura. Como ya se mencionó, las temperaturas críticas se definen por medio
de las posiciones de los picos de estas susceptibilidades. Encontramos que estos picos
se vuelven más pronunciados cuanto menor es el valor de T0, hasta que las transiciones
se vuelven de primer orden para T0 . 185 MeV. En las curvas correspondientes a χs se
observa un segundo pico (muy ancho) que corresponde a la restauración completa de
la simetría quiral SU(3).
Para T0 = 270 y 200 MeV encontramos que Tc ≃ 200 MeV y Tc ≃ 165 MeV,
respectivamente, mientras que los resultados de lattice QCD rondan los 160 MeV
(Bazavov y Petreczky, 2010; Borsanyi et al., 2010b; Borsanyi, 2013). Se observa que
tanto la restauración de la simetría quiral SU(2) como el deconfinamiento ocurren a
la misma temperatura crítica. De esta manera, encontramos que para un sistema con
tres sabores de quarks el parámetro T0 debe ser modificado a 200 MeV para que la
temperatura crítica coincida con los resultados obtenidos en LQCD. Esto está en buen
acuerdo con lo esperado teóricamente, como se discutió en la sección 5.1.
Se observa también que estos resultados son “robustos”: si bien las curvas pre-
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Figura 5.4: Condensado quiral substraído, loop de Polyakov, susceptibilidades quirales
y susceptibilidad del PL como función de la temperatura. La línea solida (de trazos)
corresponde a la parametrización PII, para un potencial logarítmico con T0 = 200
(270) MeV. Triángulos, círculos y cuadrados representan resultados de LQCD tomados
de las Refs. (Borsanyi et al., 2010b; Bazavov y Petreczky, 2010).
sentadas hasta ahora corresponden a la PII, la situación es similar para los factores
de forma de la PI. Con el objeto de comparar las características de las distintas pa-
rametrizaciones, se consideraron otras cantidades termodinámicas como la energía de
interacción o la entropía. De esta manera, en la Fig. 5.5 graficamos la energía de inte-
racción normalizada (ε− 3p)/T 4 y la densidad de entropía normalizada s/sSB, siendo
sSB = [4(N2c − 1) + 7NcNf ]π2T 3/45 la entropía de Stefan-Boltzmann para un gas de
gluones y quarks no interactuantes con Nc colores y Nf sabores. En este caso se tomó
56
Capítulo 5. Transiciones de fase en un modelo nlPNJL
con simetría SU(3) de sabor y WFR
T0 = 200 MeV en el potencial logarítmico, tanto para la PI (línea de trazos) como para
la PII (línea sólida). Se incluyeron 3 conjuntos de resultados de LQCD obtenidos de las
Refs. (Bazavov y Petreczky, 2010; Bazavov et al., 2009; Borsanyi et al., 2010a).
En ambas cantidades de la Fig. 5.5, se observa para la PI una caída pronunciada
cerca de los T ∼ 300 MeV, que no se observa para la PII. Para rastrear el origen de este
efecto, se consideró una tercera parametrización PIII, en donde el factor de forma g(p)
es también del tipo exponencial pero sin WFR, es decir Z(p) = 1 [esta parametrización
ha sido previamente estudiada en la Ref. (Contrera et al., 2010a)]. Se puede observar
que las curvas correspondientes a la PIII no poseen dicha caída, por lo tanto el efecto es
atribuible al factor de forma f(p), de tipo Gaussiano, considerado en la PI. Este mismo
comportamiento se encuentra en los resultados de la Ref. (Hell et al., 2011), donde
la parametrización empleada (representada como PIV en la figura) posee también un
factor de forma cuya dependencia con el momento es del tipo exponencial.
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Figura 5.5: Energía de interacción normalizada (izquierda) y densidad de entropía (de-
recha) como función de la temperatura, para diferentes parametrizaciones. Las cur-
vas corresponden a un modelo nlPNJL, considerando un potencial logarítmico con
T0 = 200 MeV. Cuadrados, círculos y triángulos representan cálculos de LQCD toma-
dos de las Refs. (Bazavov y Petreczky, 2010), (Bazavov et al., 2009) y (Borsanyi et al.,
2010a), respectivamente.
Para analizar el efecto del potencial de Polyakov sobre el modelo, se consideraron
los potenciales efectivos descriptos en la Sec. 5.1. Para el potencial logarítmico y poli-
nómico se fijó T0 = 200 MeV, mientras que los parámetros b y T gluec en las Ecs. (5.7)
y (5.9) fueron modificados a (145 MeV)3 y 200 MeV, respectivamente. En el panel
izquierdo de la Fig. 5.6, donde se grafica el condensado sustraído, se observa que el
potencial propuesto en la Ref. (Haas et al., 2013) conduce a transiciones más suaves,
lo cual está en mejor acuerdo con los resultados de lattice QCD. Por otro lado, si ana-
lizamos la traza del PL en el panel derecho, se observa que la transición es demasiado
abrupta respecto a las estimaciones de LQCD. Esta es una característica general de los
modelos tipo PNJL, tanto locales como no locales. Sin embargo, como se discute en las
Refs. (Marhauser y Pawlowski, 2008; Braun et al., 2010; Herbst et al., 2014), debe te-
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nerse en cuenta que la comparación entre la traza del PL obtenido en modelos efectivos
y el calculado por LQCD debe ser realizada con bastante cuidado, debido a diferencias
propias de la definición del espaciado discreto de la red. Esperamos avanzar sobre este
problema en trabajos futuros.
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Figura 5.6: Condensado quiral substraído (izquierda) y traza del loop de Polyakov (dere-
cha) como función de la temperatura, para diferentes potenciales efectivos de Polyakov.
Las curvas corresponden a la PII. Cuadrados, círculos y triángulos representan resul-
tados de LQCD obtenidos de las Refs. (Borsanyi et al., 2010b; Bazavov y Petreczky,
2010).
En los modelos nlPNJL la restauración de la simetría quiral y el deconfinamiento
tienen lugar a aproximadamente una misma temperatura, en coincidencia con los re-
sultados provenientes de lattice QCD. Mientras que en las extensiones locales del NJL,
estas temperaturas están separadas hasta unos 20 MeV (Fu et al., 2008; Costa et al.,
2009), diferencia que puede eliminarse si se introduce una dependencia con la traza
del loop de Polyakov en la interacción efectiva de cuatro quarks (Sakai et al., 2010;
Sasaki et al., 2011). En otras palabras, si se propone la interacción como el intercam-
bio de un gluón efectivo, la constante de acoplamiento dependerá explícitamente con
Φ. El efecto de esta dependencia es el de generar transiciones más abruptas y que la
temperatura de restauración de la simetría quiral y de deconfinamiento coincidan, al
igual que en los modelos no locales de Polyakov-NJL.
Es importante mencionar entonces, que aunque las transiciones en los modelos no
locales resultan más pronunciadas que en las versiones locales, esto no debe ser visto
como una consecuencia de la no localidad de las interacciones. Este comportamiento
es debido a la relación entre las transiciones de deconfinamiento y restauración de la
simetría quiral.
Finalmente, por completitud mostramos en la Fig. 5.7 la densidad de energía y la
densidad de entropía para tres potenciales distintos: el polinómico, el logarítmico y el
polinómico mejorado, obtenido de la Ref. (Haas et al., 2013), para la PII. Puede verse
que para estas cantidades las curvas muestran un acuerdo razonable con los resultados
de LQCD.
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Figura 5.7: Energía de interacción normalizada y densidades de entropía y energía
normalizadas como función de la temperatura, para la PII y tres potenciales de
PL. Cuadrados, círculos y triángulos representan cálculos de LQCD tomados de las
Refs. (Bazavov y Petreczky, 2010; Bazavov et al., 2009; Borsanyi et al., 2010a).
5.3. Diagrama de fases de QCD en un modelo nlPNJL
con WFR
En esta sección consideraremos sistemas con potencial químico finito, en el marco
de los modelos de nlPNJL para tres sabores de quarks desarrollados anteriormente.
Recordemos que la traza del loop de Polyakov depende solamente de dos variables
independientes ϕ3 y ϕ8. Para el caso en que el potencial químico es cero, las condiciones
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de conjugación de carga de QCD hacen que el PL sea una cantidad real y por lo tanto
se tiene ϕ8 = 0, obteniéndose la expresión de la Ec. (5.12). A potencial químico real
diferente de cero, se debe minimizar la parte real del potencial termodinámico ya que
los valores de expectación de vacío Φ y Φ∗ deben ser reales, y en estas condiciones se
satisface nuevamente que ϕ8 = 0 (Roessner et al., 2007).
Al utilizar el formalismo de Matsubara de tiempo imaginario con potencial químico
finito, en las expresiones para el potencial termodinámico es necesario reemplazar la
cuarta componente del momento p4 por ωn − iµ. Por lo tanto, debemos modificar
























































donde ahora hemos definido
ρ2nc,~p = [(2n + 1)πT − ıµ + ϕc]2 + ~p 2 . (5.21)
De la misma forma que lo hicimos en la sección anterior, a partir de estas cantidades
obtendremos los parámetros de orden y susceptibilidades que permitan caracterizar
las transiciones de restauración de la simetría quiral y deconfinamiento, utilizando
las diferentes parametrizaciones para los factores de forma que ya hemos analizado
anteriormente, como así también los distintos potenciales efectivos para el PL.
Consideremos primero el caso de temperatura cero. A diferencia del análisis realiza-
do en la Sec. 5.2, estudiaremos solamente la restauración de la simetría quiral, ya que
en estas condiciones el loop de Polyakov se desacopla de los fermiones. La transición
encontrada es de primer orden, mostrando una discontinuidad en los observables. En











































Re (ǫfp − µ) , ǫfp < µ . (5.22)
En el panel superior de la Fig. 5.8 se muestra el condensado quiral de quarks para las
parametrizaciones PI y PII, normalizado respecto de su valor a potencial químico nulo.
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La discontinuidad en las curvas indica el valor de µ para el cual tiene lugar la restaura-
ción de la simetría quiral. En el panel inferior se grafica para ambas parametrizaciones





normalizada con el valor de la densidad de materia nuclear ρ0. De los resultados mos-
trados en secciones anteriores se observa que a potencial químico cero la transición es
un crossover que ocurre a una temperatura aproximada de 165 MeV, mientras que de
la Fig. 5.8 vemos que a temperatura cero la transición es de primer orden para un po-
tencial químico crítico de aproximadamente 310 MeV (Carlomagno et al., 2013, 2015a).
De esta manera, si para µ fijos analizamos los parámetros de orden en función de la
temperatura, nos encontraremos con una curva de transición de fase de primer orden
para la restauración de la simetría quiral con temperaturas críticas que irán aumentan-
do desde cero hasta un cierto valor TCEP donde la transición se vuelve crossover (ver
Tabla 5.1). Este punto final de la curva de transición de primer orden es el llamado cri-
tical end point (CEP), de coordenadas (µCEP, TCEP) en el espacio de fases. Los valores
de µCEP y TCEP para los distintos potenciales de Polyakov y factores de forma pueden
determinarse numéricamente con buena precisión (Contrera et al., 2010b).
PI PII
Logarítmico Polinómico Logarítmico Polinómico
µc (T = 0) [MeV] 311 304
Tc (µ = 0) [MeV] 164 168 167 171
µCEP [MeV] 120 169 140 193
TCEP [MeV] 157 145 156 139
Tabla 5.1: Valores para las temperaturas críticas Tc (a potencial químico cero), poten-
ciales químicos críticos µc (a temperatura cero) y coordenadas de los puntos críticos
finales (CEP) para las parametrizaciones PI y PII.
Para obtener el diagrama de fases en el plano T−µ estudiaremos el comportamiento
de los parámetros de orden para las transiciones de deconfinamiento y restauración de la
simetría quiral como función de la temperatura, variando el valor del potencial químico.
Ilustramos esto en la Fig. 5.9, donde se puede ver el condensado quiral sustraído (línea
sólida) y el valor a campo medio de la traza del PL Φ (línea a trazos) para tres valores
de potencial químico, y para los tres potenciales del PL considerados previamente,
con T0 = 200 MeV. Se ha optado por mostrar los resultados correspondientes a la
parametrización PI (curvas similares se obtienen para la parametrización PII).
En la Fig. 5.9 se observa que para µ = 100 MeV (panel superior) existe una tem-
peratura para la que el condensado cae rápidamente, señal de la restauración de la
simetría quiral, mientras que de manera simultánea Φ aumenta, indicando que co-
mienza la transición confinamiento-deconfinamiento. Notamos que para este valor de
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Figura 5.8: Condensado quiral y densidad de quarks como función del potencial para
temperatura cero. La línea sólida (a trazos) representa la parametrización PII (PI),
mientras que la discontinuidad señala el valor de potencial químico para el cual ocurre
la transición de primer orden de restauración de la simetría quiral.
potencial químico ambas transiciones son de tipo crossover.
Si comenzamos a aumentar el potencial químico encontramos que existe un valor
µCEP (ver Tabla 5.1) a partir del cual hay una discontinuidad en el condensado quiral,
indicando que la transición es ahora de primer orden. En particular aquí mostramos
el caso para µ = 250 y µ = 300 MeV (panel central e inferior). El carácter de esta
transición induce una discontinuidad también en el parámetro de orden para el deconfi-
namiento. Se observa como la temperatura de transición, indicada para cada potencial
del PL por el salto en las cantidades graficadas, cambia a medida que aumenta el
potencial químico, tendiendo a cero cuanto mayor es el valor de µ.
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Figura 5.9: Condensado quiral sustraído (líneas sólidas) y traza de loop de Polyakov
(líneas de trazos) como función de la temperatura para tres valores de potencial químico,
µ = 100, 250 y 300 MeV en los paneles superior, central e inferior, respectivamente.
5.3.1. Transiciones de fase en el plano T − µ
Estamos en condiciones de calcular y analizar el diagrama de fases de QCD en el
marco de un modelo nlPNJL para tres sabores de quarks con WFR. Para esto emplea-
remos lo estudiado en secciones anteriores para determinar las curvas de transición de
fase de primer orden y crossover de restauración de la simetría quiral y deconfinamiento
5.3. Diagrama de fases de QCD en un modelo nlPNJL con WFR 63
a través de los parámetros de orden ya considerados, es decir el condensado quiral de
quarks y el valor de la traza del PL.
En la Fig. 5.10 se muestran los diagramas de fases para los potenciales del PL
logarítmico (panel izquierdo) y polinómico (panel derecho) con T0 = 200 MeV para
los factores de forma correspondientes a las parametrizaciones PI y PII en los paneles
superior e inferior, respectivamente. La transición de restauración de la simetría quiral
está indicada con línea sólida y de trazos para las curvas de primer orden y crossover,
respectivamente, separadas por el punto crítico final (CEP).
La temperatura crítica para la transición de deconfinamiento a potencial químico
nulo fue determinada por medio del pico de la susceptibilidad de PL. De acuerdo con
el análisis de la sección anterior, esta temperatura coincide con la correspondiente a la
restauración de la simetría quiral (ver Fig. 5.4). Para µ finito se observa que a partir de
cierto valor de potencial químico la restauración de la simetría quiral induce una dis-
continuidad en la traza del PL, pero su valor se mantiene próximo a cero (ver Fig. 5.9),
indicando que todavía no ha ocurrido la transición confinamiento-deconfinamiento, y
por lo tanto la susceptibilidad del PL de la Ec. (5.18) no permite determinar las tempe-
raturas críticas con buena precisión. En la Fig. 5.10 con líneas de trazos graficamos las
curvas de transición de fase en el plano T −µ que corresponden a fijar el valor de Φ en
0.3, 0.4 y 0.5, respectivamente. De este modo, la región delimitada entre estas curvas
y la de restauración de la simetría quiral determinan una fase, denominada Quarkióni-
ca (McLerran y Pisarski, 2007; McLerran et al., 2009), donde puede interpretarse que
los quarks permanecen confinados pero con la simetría quiral restaurada.
Se observa que a temperatura cero el valor del potencial químico crítico µc resulta
independiente del potencial de Polyakov, ya que en estas condiciones el PL se desa-
copla de los fermiones. Por otro lado, µc y Tc difieren solamente en un ∼ 2% entre
parametrizaciones y potenciales de Polyakov.
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Figura 5.10: Diagrama de fases para los potenciales de PL logarítmico (izquierda) y
polinómico (derecha) para los factores de forma de las parametrizaciones PI (arriba) y
PII (abajo) con T0 = 200 MeV. La transición quiral señalada con línea sólida (a trazos)
corresponde a la de primer orden (crossover).
Capítulo 6
Transiciones de fase
inhomogéneas en un modelo
nlNJL con simetría SU(2) de
sabor
Somos del grupo los salieris de Charly
Le robamos melodias a él, ah, ah, ah...
Los salieris de Charly. León Gieco.
Resumen: En este capítulo consideraremos un modelo no local de quarks de masa
nula tipo NJL donde los valores de expectación de vacío de los campos poseen una
dependencia explícita en las variables espaciales, dando origen a una estructura
de fases homogéneas e inhomogéneas. En la primera parte se realizará una breve
introducción a las fases no uniformes y a la teoría de Landau. Luego, en la parte
final del capítulo se estudiará el diagrama de fases en el marco de esta teoría
efectiva.
6.1. Introducción a las fases inhomogéneas
En lo desarrollado hasta ahora, cuando estudiamos el modelo de NJL y su extensión
con interacciones no locales, nos basamos en la suposición de que el estado de mínima
energía siempre satisfacía invarianza traslacional. En particular, que el condensado qui-
ral, parámetro de orden de la simetría quiral, era constante en el espacio. Sin embargo,
resulta razonable esperar que la transición desde bajas densidades (donde los bariones
son los grados físicos de libertad del sistema) hacia una fase homogénea de quarks y
gluones a grandes potenciales químicos, ocurra vía fases intermedias no uniformes.
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El estudio de estas fases inhomogéneas en materia de quarks no es algo nuevo [una
revisión detallada puede encontrarse en la Ref. (Broniowski, 2012)]. Pueden citarse los
trabajos de Migdal (Migdal, 1971, 1973) para la condensación de piones, que a finales de
la década del ‘70 fueron generalizados por Dautry y Nyman (Dautry y Nyman, 1979)
para sistemas relativistas, mientras que una década más tarde Kutschera, Kotlorz y Bro-
niowski (Kutschera et al., 1990a; Broniowski et al., 1991; Kutschera et al., 1990b) estu-
diaron la condensación de piones en materia de quarks en el contexto de un modelo tipo
NJL (Broniowski y Kutschera, 1990; Sadzikowski y Broniowski, 2000; Schon y Thies,
2000). En las últimas décadas un estudio sistemático fue realizado por Nakano, Tatsu-
mi (Nakano y Tatsumi, 2005) y Nickel (Nickel, 2009b,a).
Estudiaremos aquí la ruptura inhomogénea de la simetría quiral, esto es, la forma-
ción de fases caracterizadas por un condensado que rompe la invarianza traslacional.
Cualitativamente, la formación de condensados quirales inhomogéneos puede entender-
se por analogía con los pares de Cooper: cerca de la superficie de Fermi, si existe una
fuerza atractiva, el sistema puede reducir su energía libre creando pares de partículas,
hasta que eventualmente condensan. En la teoría BCS (Bardeen et al., 1957) los fer-
miones que forman el par tienen momento opuesto, de modo que el momento total que
lleva el par es cero, y como consecuencia el condensado es constante en el espacio. Por el
contrario, si las partículas tienen momentos diferentes como en el caso de fermiones con
espín opuesto en un campo magnético, no podrán estar sobre la superficie de Fermi y
por lo tanto formar el par costará algo de energía. En esas condiciones, sólo se formará
el condensado si la diferencia de momentos es menor que el gap de energía del par de
Cooper, es decir, si aún teniendo en cuenta esta diferencia el condensado sigue siendo
la configuración de menor energía (Clogston, 1962; Chandrasekhar y Hulm, 1962).
En el vacío, la ruptura de la simetría quiral se da por la formación de pares de
quarks con diferente quiralidad, que generan un condensado no nulo. Si despreciamos
la masa de los quarks esto puede hacerse sin costo de energía. A potencial químico finito,
en cambio, se requiere una energía mayor a 2µ para excitar un par quark-antiquark,
por lo cual este mecanismo de momento total nulo a altas densidades no es probable.
Pero podemos considerar un par formado por un quark izquierdo de momento ~p y el
hueco dejado un por quark derecho de momento −~p. En esta configuración el par tiene
momento total ~P = 2~p, con lo cual el condensado que se formará es no uniforme en el
espacio, variando con x como eı ~P .~x.
Para ejemplificar lo anterior veamos un caso simple. Consideremos una versión 1+1








donde el campo fermiónico φ y su conjugado tienen dos componentes espinoriales.
Tomaremos la representación de las matrices γν como γ0 = σ1, γ1 = −ıσ2 y γ5 = σ3,
siendo σi las matrices de Pauli de 2 × 2. Para describir un sistema a densidad finita
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Figura 6.1: Esquema de los diferentes mecanismos para la formación de pares en presen-
cia del mar de Fermi (Buballa y Carignano, 2015). De izquierda a derecha, par quark-
antiquark, par quark-hueco con momento total cero y par quark-hueco con momento
total no nulo.
es necesario agregar el término µφ†φ a la Ec. (6.1). Lo interesante es que este término




donde z denota la coordenada espacial. Esta transformación mapea exactamente un
sistema a potencial químico µ en el de uno a µ = 0. Con lo cual, si a densidad nula el
estado de vacío esta caracterizado por un condensado escalar no nulo y uno pseudoes-
calar nulo, se mantendrá así para cualquier valor del potencial químico, obteniéndose
lo que se conoce como “espiral quiral” en 1 + 1 dimensiones,
〈φ¯φ〉 = cos(2µz)〈φ¯φ〉µ=0 , (6.3)
〈φ¯ıγ5φ〉 = sen(2µz)〈φ¯φ〉µ=0 . (6.4)
El diagrama de fases que se obtiene de este modelo NJL2 es tal que por debajo
de la temperatura crítica Tc, que es la temperatura a la cual se restaura la simetría
quiral a densidad nula, la fase inhomogénea de espirales quirales es la energéticamente
favorecida para cualquier valor de µ. Por encima de Tc la simetría se restaura y el
sistema se encuentra en una fase homogénea. Por lo tanto, el diagrama de fases en el
plano T − µ se encuentra divido por una linea recta horizontal T = Tc que separa las
fases con simetría quiral rota y restaurada. Sólo a µ = 0 el sistema se encuentra en un
estado de fase homogénea con simetría quiral rota.
6.2. Teoría de Landau
Esta teoría fue formulada por Lev Davidovich Landau en 1937. Tiene como prin-
cipal ventaja su carácter fenomenológico, ya que no depende de la naturaleza de las
interacciones que gobiernan al sistema, sino de las simetrías de éste. Más aún, sólo
describe transiciones de fase donde existe un cambio en dicha simetría.
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La energía libre de Landau F es una aproximación a la energía libre en la vecindad
de la transición de fase, que depende de todas las variables externas del sistema y
parámetros de orden. Si se supone que existe una fase de mayor simetría donde todos
estos parámetros de orden se anulan, uno puede descomponer la energía libre de Landau
como
F = F0 +∆F(ηi) , (6.5)
donde F0 no depende de los parámetros de orden ηi y ∆F(ηi) es pequeño en un entorno
de la transición de fase. De este modo, es posible hacer un desarrollo de Taylor de






ηk +O(ηN+1) . (6.6)
Naturalmente, si existe una transformación η → −η, todas las potencias impares no
contribuyen al desarrollo. Por este motivo, el término lineal estará presente sólo cuando
η se acople con campos externos y satisfaga la simetría de paridad. El cuadrático
está siempre presente y para asegurar una fase estable se deberá cumplir que α2 > 0
(para tener derivadas segundas positivas en η = 0). Con lo cual, en esta teoría ocurre
una transición de fase cuando el coeficiente α2 cambia de signo mientras los otros lo
conservan. Si existe un término cúbico, el desarrollo no estará bien comportado (la
energía libre de Landau puede no estar limitada por debajo); además, su ausencia
asegura que la transición de fase sea continua. El signo del coeficiente α4 puede generar
un cambio en el carácter de la transición si se vuelve negativo, esto es, que la transición
pase de ser de segundo a primer orden. Finalmente, para tener una energía libre bien
comportada será necesario la positividad del último coeficiente del desarrollo cuando
|η| → ∞.
6.3. Modulación espacial de los condensados quirales
Describiremos en esta sección un ansatz simple para la modulación espacial de los
condensados quirales, y sobre esta base estudiaremos la estructura del diagrama de
fases en el contexto de un modelo quiral nlNJL con simetría SU(2) de sabor. Teniendo
en cuenta la teoría de Landau, es esperable que las características principales de los
diagramas no dependan fuertemente de la dependencia de los condensados con las
variables espaciales. Como punto de partida propondremos una dependencia espacial
para los condensados de la forma de una onda plana, cuya parte real e imaginaria serán
el condensado quiral escalar y pseudoescalar, respectivamente.
〈φ¯φ〉 ∝ cos( ~Q · ~x)
〈φ¯ıγ5φ〉 ∝ sen( ~Q · ~x) (6.7)
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Por analogía con la onda de densidad de espines en sistemas de materia condensada, esta
propuesta es denominada “Onda dual de densidad quiral” (DCDW) (Nakano y Tatsumi,
2005). Este ansatz también es llamado “espiral quiral”, ya que el condensado describe
una espiral en la dirección de ~Q.
Para entender mejor el rol de esta modulación, estudiemos el espectro de un quark
sin masa en presencia de una DCDW como campo externo. La densidad lagrangiana





cos( ~Q ~x) + ıγ5 sin(~Q ~x)
)]
ψ(x) . (6.8)
El efecto de la interacción es el de conectar partículas izquierdas con derechas en pares
















donde qµ = (0, ~Q), mientras que M representa la masa dinámica generada por la
interacción con la DCDW. El espectro se obtiene de los polos del propagador, es decir
det
[
σ¯µ(p− q/2)µσµ(p+ q/2)µ −M2
]
= 0 , (6.9)








(~p.~q)2 +M2|~q|2 , E0(~p) =
√
M2 + |~p|2 . (6.10)
Si ~Q es distinto de cero el espectro se separa en dos ramas. Para pequeños valores de
| ~Q| se tiene que ∂E2−/∂| ~Q|2 < 0, con lo cual para un valor constante de M es posible
disminuir la energía de una partícula de momento ~p eligiendo un valor no nulo de ~Q.
De esta forma, a densidad no nula, se reduce la energía del sistema poblando la rama
negativa, generando así una fase inhomogénea.
6.4. Modelo no local quiral con simetría SU(2) de sabor
En el límite quiral, donde los quarks no tienen masa, el punto critico final (CEP)
se transforma en un punto tricrítico (TCP). En este límite, el TCP determina cuándo
la transición pasa de primer a segundo orden en el diagrama de fases. Si uno considera
fases no uniformes análogas a las descritas en secciones anteriores, este punto puede ser
reemplazado por otro, denominado punto de Lifshitz (LP), donde dos fases homogéneas
con simetría quiral rota y restaurada se encuentran con una inhomogénea (Nickel,
2009a). El objetivo en esta sección es el de analizar la posición relativa entre el TCP
y el LP en el marco de la versión más simple de un modelo quiral de quarks con
interacciones no locales con simetría SU(2) de sabor en el límite de masa nula. Para
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donde ψ ≡ (u, d)T representa el campo fermiónico para Nf = 2 sabores. Las corrientes















donde Γa = (1 , iγ5~τ ), y la función G(z) es un factor de forma no local que caracteriza
la interacción efectiva .
Como hemos discutido previamente a energías menores de 1 GeV los grados de
libertad físicos son los mesones escalares y pseudoescalares livianos, dado que a esta
escala los quarks se encuentran confinados en hadrones. Por lo tanto, al igual que
en el caso del modelo con simetría SU(3) de sabor analizado en capítulos anteriores,
procederemos a bosonizar la teoría introduciendo campos bosónicos auxiliares Φa(x),
y los campos fermiónicos serán eliminados por integración siguiendo el formalismo de
la integral funcional. Este proceso conduce a la acción (Carlomagno et al., 2015b,c)
SE =
∫




d4x Φa(x)Φa(x) , (6.13)
con






Consideremos una vez más la aproximación de campo medio (MFA), donde los campos
escalares y pseudoescalares son reemplazados por sus valores de expectación de vacío
Φ¯a(x) que dependen, en este caso, explícitamente de las coordenadas espaciales. En el












Φ¯a(x′)Φ¯a(x) δ(4)(x′ − x)
]
, (6.15)
donde la traza actúa sobre los espacios de color, sabor y Dirac. Hemos definido el
operador D−1
MFA
(x′, x) = D−10 (x
′, x) +M(x′, x), siendo
D−10 (x
′, x) = δ4(x′ − x) (−i/∂x)






El análisis de los sistemas con temperatura y potencial químico finitos puede rea-
lizarse mediante el formalismo de tiempo imaginario desarrollado en el Cap. 2. Como
hemos visto, en el espacio de momentos esto implica para algún dado operador F el





F [p4, . . . ] → T
∞∑
n=−∞
F [(2n + 1)πT − iµ, . . . ] . (6.17)
6.4.1. Análisis generalizado de Ginzburg-Landau
Este análisis constituye una extensión de la Teoría de Landau y consiste en desarro-
llar el potencial termodinámico en potencias del parámetro de orden y sus gradientes.
Por lo tanto resulta válido en el entorno donde estas magnitudes son pequeñas, es de-
cir en la vecindad de las transiciones de segundo orden. Este análisis permite realizar
un estudio general sin necesidad de especificar la forma explícita de la inhomogenei-
dad (Nickel, 2009a; Abuki et al., 2012).
De la Ec. (6.15), podemos escribir
Tr log D−1
MFA





Tr [(D0M)n] , (6.18)
con lo cual la acción euclídea de la Ec. (6.15), puede ser reescrita como














d3x Φ¯a(~x) Φ¯a(~x) . (6.20)
Estamos ahora en condiciones de escribir el gran potencial termodinámico llevando
a cabo una expansión doble en el parámetro de orden y su gradiente hasta el orden seis
(n = 6). Siguiendo el análisis propuesto en la Ref. (Nickel, 2009a) se tiene en la MFA
que (Iwata et al., 2012)

























donde Φ¯2 = (Φ¯, Φ¯) = Φ¯aΦ¯a = σ¯2 + ~¯π 2, (Φ¯,∇Φ¯) = Φ¯a∇Φ¯a = σ¯∇σ¯ + ~¯π∇~¯π, etc.
Después de algunos cálculos, se encuentran las expresiones para los coeficientes de este
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d|~p| ~p 2 (6.23)
y p2n ≡ [(2n+ 1)πT − i µ]2 + ~p 2.
La función g es la transformada de Fourier del factor de forma que aparece en las
corrientes fermiónicas G(x) evaluado en p2 = p2n, mientras que g′, g′′ denotan las deriva-
das respecto ~p 2. En las Ecs. (6.22) se optó por mantener las derivadas (algunas de éstas
pueden ser removidas con integración por partes) para poder facilitar la comparación
con el modelo local de NJL, que se obtiene tomando G(x) = δ(4)(x), o equivalentemen-
te g = 1. En este límite g′ = g′′ = 0, recuperándose los resultados presentes en las
Refs. (Nickel, 2009a; Iwata et al., 2012),
α4b = α4 , (6.24)
α6b/5 = α6c/3 = 2α6d = α6 . (6.25)
Hemos supuesto aquí simetría rotacional, que junto a la simetría quiral nos aseguran que
todos los términos impares del desarrollo de Ginzburg-Landau (GL) sean cero. También
se ha supuesto que los coeficientes de mayor orden, no presentes en este desarrollo, son
positivos para tener un sistema bien comportado.
Los coeficientes de GL son funciones de T y µ y por lo tanto determinan la estructura
de fases. Si α4b > 0, los gradientes son desfavorecidos y tendremos fases homogéneas; si
además α4 > 0, tendremos una transición de segundo orden desde una fase con simetría
quiral rota donde α2 < 0 a una con la simetría restaurada en la que α2 > 0. Si por
el contrario α4 < 0, la transición será de primer orden. Con lo cual el punto tricrítico,
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donde la transición de segundo orden se vuelve de primer orden, se obtiene de resolver
el sistema de ecuaciones
α2 = 0 , α4 = 0 . (6.26)
Si tenemos fases homogéneas para α4b > 0 e inhomogéneas para α4b < 0, y por otro
lado regiones con simetría quiral rota para α2 < 0 y restaurada si α2 > 0, podemos
determinar la posición del LP (punto donde donde dos fases homogéneas con simetría
quiral rota y restaurada se encuentran con una inhomogénea) resolviendo el sistema de
ecuaciones que surge de hacer cero a los coeficientes α2 y α4b, esto es
α2 = 0 , α4b = 0 . (6.27)
De la Eq. (6.24) podemos ver que en el modelo NJL el TCP y el LP coinciden,
mientras que en la versión no local esto no se cumple necesariamente. Para encontrar
la posición de estos puntos es necesario resolver las Eqs. (6.26) y (6.27), lo cual puede
ser realizado numéricamente. Esto implica determinar una parametrización para los
parámetros libres del modelo (ver Apéndice A), como así también elegir la forma ex-
plícita del factor de forma, para luego proceder en forma análoga a lo explicado en la
Sección 4.2. Consideremos por simplicidad la forma Gaussiana
g = exp(−p2/Λ2) , (6.28)
que ya ha sido utilizada en esta Tesis y también en otros trabajos (Schmidt et al.,
1994; Bowler y Birse, 1995; Golli et al., 1998; Gomez Dumm y Scoccola, 2002, 2005;
Gomez Dumm et al., 2006). El rango de la interacción esta controlado por el paráme-
tro Λ, que junto a la constante de acoplamiento G determinan el modelo por comple-
to. Para fijar los valores de estos parámetros usualmente se eligen como observables
fenomenológicos el valor de la constante de decaimiento débil del pion y el condensa-
do quark-antiquark. De acuerdo a trabajos recientes (Aoki et al., 2014), consideramos
fπ = 86 MeV y 〈q¯q〉 = −(270 MeV)3. Estos valores difieren de los usados en la Sec-
ción 4.2 debido a que estamos trabajando con un modelo de quarks con masa nula.
Dado que Λ y G son los únicos parámetros del modelo, cualquier cantidad adimen-
sional resulta proporcional a G¯ = GΛ2, mientras que una con dimensiones se relacio-
nará con G¯ a través de alguna potencia de una cantidad dimensional, por ejemplo fπ.
Con lo cual, uno puede definir un valor “físico” para G¯ como resultado del cociente
−〈q¯q〉1/3/fπ ≃ 3,14. La parametrización que reproduce los mencionados valores feno-
menológicos es, para un factor de forma Gaussiano, G = 14,65 GeV−2, Λ = 1,045 GeV
y por lo tanto G¯ = 16,03.
Para entender la dependencia de los resultados con la parametrización empleada, se
varió el cociente −〈q¯q〉1/3/fπ en un rango de 3,0 a 3,3, que para fπ = 86 MeV, equivale
a variar en 20 MeV al condensado quiral. Los resultados numéricos obtenidos para las
coordenadas del TCP y del LP se muestran en la Fig. 6.2 (Carlomagno et al., 2015b). En
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el panel superior izquierdo se grafican las posiciones del TCP y del LP en el plano T−µ,
para el rango ya mencionado. Se observa que para cada parametrización el LP siempre
se encuentra a menores temperaturas y mayores densidades que el TCP. En los paneles
superior derecho e inferior izquierdo se muestra la dependencia de la temperatura y del
potencial químico del TCP y el CP como funciones del condensado quiral, normalizados
con fπ = 86 MeV. Finalmente en el panel inferior derecho se grafica como función del
condensado de quarks el valor de GΛ2. Esta curva representa las parametrizaciones
fenomenológicas posibles que se obtienen al variar −〈q¯q〉1/3 dejando fπ constante. El
valor “físico” está indicado por las líneas de trazos.




































































Figura 6.2: Dependencia del TCP y LP en el rango de condensado quiral 250 a 290 MeV
con la temperatura y el potencial químico. El en panel inferior derecho se grafica GΛ2
para el mismo rango de condensado de quarks. El valor “físico”, −(〈q¯q〉ch)1/3/f chπ ≃
3,14, esta indicado por una línea de trazos.
Es interesante notar que los resultados presentados para los coeficientes de GL pue-
den ser aproximados por expresiones semi-analíticas, que facilitan el análisis. Detalles de
estos cálculos pueden encontrarse en el Apéndice B y en la Ref. (Gomez Dumm y Scoccola,
2005). Como resultado se obtiene, para un factor de forma g(p) arbitrario,



































































Si bien las expresiones no son exactas, en la región de interés (es decir en el entorno a la
transición de fase donde a su vez el desarrollo de GL es válido) estas relaciones proveen
una muy buena aproximación (errores del orden del por ciento) a aquellos resultados
obtenidos realizando numéricamente las sumas sobre las frecuencias de Matsubara.
En particular, el valor del coeficiente α4b en el TCP puede ser calculado si se exige












T 4 + 2T 2(T 2c − T 2) +
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dp p log p [1 − 2g2(p2)] g(p2) g′(p2)
}
, (6.30)
donde Tc representa la temperatura de la transición quiral (de segundo orden) a µ = 0.
Observando la expansión de GL, vemos que la condición α(TCP)4b > 0 (< 0) implica que
el LP está ubicado a menores (mayores) temperaturas y mayores (menores) densidades
que el TCP. Ahora bien, para el caso particular de un factor de forma Gaussiano, la




















donde hemos llamado t = T/Λ y tc = Tc/Λ. Puede verse que en este caso se tiene
α
(TCP)





6(13 − 2 log 2)− 8] ≃ 37,9 , (6.32)
que se encuentra muy lejos del rango aceptado fenomenológicamente. Si en lugar de un
factor de forma Gaussiano consideramos otras formas funcionales, se obtienen resul-





con n ≥ 2, a medida que n crece tanto el TCP como el LP tienden a localizarse a
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menores temperaturas y eventualmente el LP desaparece. En general, para todas las
parametrizaciones consideradas encontramos que el TCP esta a mayores temperaturas
y menores densidades que el LP.
Finalmente, también se consideraron factores de forma instantáneos (esto es, que
sólo dependen de variables espaciales). Los cálculos numéricos muestran que la posición
del TCP y LP sigue en estos casos el mismo comportamiento antes descrito para los
factores de forma covariantes.
Por lo tanto, dado que la posición del TCP (punto final de la línea de transición
quiral de segundo orden) se ubica siempre a mayores temperaturas y menores densidades
que el LP (punto donde dos fases homogéneas con simetría quiral rota y restaurada
coexisten con una inhomogénea), la estructura de fases en estos modelos no locales es
tal que la transición de primer orden entre fases homogéneas no está cubierta por una
fase inhomogénea, favorecida energéticamente. El análisis detallado de los diagramas
de fase inhomogéneos se realizará en la siguiente sección.
6.5. Condensados inhomogéneos en modelos no locales
En esta sección se estudiarán en detalle las fases inhomogéneas en un modelo nlNJL.
Consideraremos, al igual que en la Sección 6.4, su versión con dos sabores de quarks
no masivos e interacciones no locales de cuatro fermiones. Como hemos visto, la acción
euclídea efectiva viene dada por la Ec. (6.11), y las interacciones están definidas por las
corrientes de la Ec. (6.12). El modelo puede ser bosonizado introduciendo campos au-
xiliares Φa(x), conduciendo a la acción de la Ec. (6.13). De la misma manera que antes,
se trabajará en la MFA y se integrarán los grados de libertad fermiónicos, obteniéndose
la acción bosonizada a campo medio de la Ec. (6.15).
En la MFA, el potencial gran canónico por unidad de volumen, se define
ΩMFA = − T
V
logZMFA , (6.34)
donde ZMFA es la función de partición a campo medio, que se obtiene directamente de
la Ec. (6.15). Si el estado fundamental no es homogéneo, el condensado de quarks puede
calcularse introduciendo un campo auxiliar estático ϕ(~x). Se tiene





donde Z[ϕ] se obtiene a partir de ZMFA cambiandoD−1MFA(x′, x)→ D−1MFA(x′, x)+δ(3)(~x ′−
~x)ϕ(~x) en el propagador de la Ec. (6.14). Como en estas condiciones no necesaria-
mente se conserva paridad, se pueden obtener valores no nulos para los condensa-
dos 〈ψ¯(~x) Γ3ψ(~x)〉 = 〈ψ¯(~x) iγ5τ3ψ(~x)〉. Éstos pueden obtenerse en forma análoga a la
Ec. (6.35) sumando un término δ(3)(x′ − x)iγ5τ3ϕ(~x) al propagador D−1MFA(x′, x).
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Resultará conveniente considerar el propagador de la Ec. (6.14) en el espacio de
momentos,
DMFA(p′, p ; ~Q) =
[









donde g(p) es la transformada de Fourier del factor de forma G(z). De esta manera los
condensados resultan









′−~p)·~x Tr [ΓaD˜(p′, p)], a = 0, 3 , (6.37)
donde se ha definido un propagador efectivo D˜(p′, p) a partir de DMFA(p′, p ; ~Q) =
(2π)δ(p′4 − p4) D˜(p′, p). La cuarta componente de p′ y p en la Ec. (6.37) es p′4 = p4 =
ωn − iµ, siendo µ el potencial químico y ωn = (2n + 1)πT las frecuencias fermiónicas
de Matsubara.
6.5.1. Onda dual de densidad quiral (DCDW)
En la Sección 6.3 introdujimos la modulación espacial más simple para el conden-
sado quiral y vimos su aplicación y efectos en un modelo sencillo de un quark que
interactuaba con una DCDW (Nakano y Tatsumi, 2005) como campo externo. En este
caso estudiaremos la presencia de una DCDW pero en el marco del modelo analizado
anteriormente, es decir, un modelo no local de NJL con simetría SU(2) de sabor. La
dependencia espacial del condensado viene dada por (Muller et al., 2013)
〈q¯(~x)q(~x)〉 α cos( ~Q · ~x) , 〈q¯(~x)iγ5q(~x)〉 α sen( ~Q · ~x) , (6.38)
para q = u y d. Por simplicidad, consideraremos una vez más el límite de masa nula
mc = 0. En este límite el comportamiento deseado para los condensados puede ser
obtenido con la siguiente propuesta para los campos medios bosónicos (Muller et al.,
2013):
Γa Φ¯a(p′ − p ; ~Q) = φ (2π)4 δ(p′4 − p4)
∑
s=±
1 + s γ5τ3
2
δ(3)(~p ′ − ~p+ s ~Q) . (6.39)
En efecto, de la Ec. (6.39) se observa que el propagador efectivo resultará diagonal por
bloques en el espacio de sabor, por lo cual podrá separarse en una suma de propagadores
Du y Dd, los cuales luego de invertir la Eq. (6.36) resultan (Carlomagno et al., 2015c)





~Q) δ(3)(~p ′ − ~p− ~Q) A−(p ; ~Q) δ(3)(~p ′ − ~p)
A+(p ; ~Q) δ(3)(~p ′ − ~p) B−(p
′+p
2 ;Q) δ
(3)(~p ′ − ~p+ ~Q)
)
,
D˜d(p′, p ; ~Q) = D˜u(p′, p ;− ~Q) , (6.40)
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donde A±(p ; ~Q) y B±(p
′+p
2 ;
~Q) son matrices de Dirac de 2× 2, definidas por




[p24 + (~p± ~Q)2 + φ2g(p)2](ip41 ± ~p · ~τ) + φ2g(p)2 ~Q · ~τ
}
,








∆(p ; ~Q) =
[
p2 − ~Q 2/4 + φ2g(p)2
]2
+ p2 ~Q 2 − (~p · ~Q)2 . (6.42)
De este modo, de la Ec. (6.37) se obtiene la dependencia espacial buscada,
〈u¯(~x)u(~x)〉 = 〈d¯(~x)d(~x)〉 = F (Q2) cos( ~Q · ~x) ,
〈u¯(~x)iγ5u(~x)〉 = −〈d¯(~x)iγ5d(~x)〉 = F (Q2) sen( ~Q · ~x) , (6.43)
donde






φ g(p) [p2 −Q2/4 + φ2g(p)2]
∆(p ; ~Q)
, (6.44)
con p4 = ωn − iµ.
Si el estado fundamental es homogéneo, los campos Φ¯a(x) son uniformes y por
paridad se tiene que Φ¯a(p) = (2π)4δ(4)(p) σ¯a, con σ¯a = (φ , ~0). De esta manera el
operador de la Ec. (6.36) puede ser invertido trivialmente obteniéndose la ecuación del






p2 + g(p)2 φ2
. (6.45)
Los condensados quirales en ese caso, pueden obtenerse tomando ~Q = 0 en las Ecs. (6.43)
y (6.44),







p2 + g(p)2 φ2
,
〈u¯iγ5τ3u〉 = 〈d¯iγ5τ3d〉 = 0 . (6.46)
Estas expresiones han sido obtenidas en trabajos previos (Gomez Dumm y Scoccola,
2002; Gomez Dumm et al., 2006), y coinciden (como era de esperarse) con el resultado
de la Ec. (4.21) a T y µ finitos en el límite de dos sabores, tomando Z(p) = 1.
Consideremos ahora el potencial termodinámico de la Ec. (6.34) para el caso de
una DCDW. Si se integra la acción (6.15) sobre los campos auxiliares y sobre el espacio
4-dimensional empleando el ansatz de la Ec. (6.39) junto al propagador efectivo (6.40),
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donde nuevamente la cuarta componente de p en ∆(p ; ~Q) es p4 = ωn − iµ. Al igual
que en el potencial termodinámico estudiado en la Sección 5.2, la integral sobre p
resulta divergente a grandes momentos. La manera de corregir dicho comportamien-
to, ya utilizada en capítulos anteriores, consiste en remover la contribución libre al
potencial Ωfree = ΩMFA(φ = 0) para luego sumarla de forma regularizada, obtenien-
do (Carlomagno et al., 2015c)








1 + φ2 g(p)2
φ2 g(p)2 + 2 (p2 −Q2/4)





+ Ωregfree , (6.48)
donde












Si en una región del plano T − µ se obtiene un mínimo absoluto del potencial
termodinámico para un valor no nulo del momento ~Q, dicha región corresponderá a
una fase inhomogénea. Los valores a campo medio φ y Q ≡ | ~Q|, para estas fases pueden






= 0 . (6.50)
En la fase donde la simetría quiral esta restaurada, es decir cuando φ = 0, el potencial
termodinámico regularizado se reduce a la contribución libre, y resulta independiente
de Q.
6.6. Diagramas de fase para factores de forma covariantes
Como ya se mencionó, en el límite quiral el modelo tiene una única constante de
acoplamiento libre G. Para caracterizar el modelo, además es necesario especificar la
forma funcional del factor de forma g(p). Se procederá entonces de forma análoga a la
Sección 6.4.
Para estudiar la dependencia con los parámetros de nuestro modelo consideraremos
el rango 2,8 < G¯ < 3,5, que corresponde a una variación de 60 MeV en el condensado si
se fija el valor de la constante de decaimiento en fπ = 86 MeV. En la Fig. 6.3 presenta-
mos nuestros resultados numéricos, graficando con línea sólida en el panel izquierdo G¯
en función del cociente −〈qq〉1/3 /fπ, y en el derecho Λ como función del condensado de
quarks en el rango de interés con fπ = 86 MeV. Además, en la figura incluimos con lí-
nea de trazos los resultados correspondientes a un factor de forma también exponencial,
pero cuya dependencia con el momento es a través de las componentes espaciales, es
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decir g(~p) = exp(~p 2/Λ2). Este tipo de factores de forma instantáneos conducen, como
es discutido en la Ref. (Gomez Dumm et al., 2006), a valores mayores (menores) para
el condensado de quarks (cutoff ).
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Figura 6.3: En los paneles izquierdo y derecho se grafican los resultados numéricos para
G¯ y Λ como función del cociente −〈q¯q〉1/3 /fπ y de −〈q¯q〉1/3, respectivamente, para
fπ = 86 MeV. Líneas sólidas y de trazos corresponden a factores de forma exponenciales
covariantes e instantáneos, respectivamente.
Consideremos ahora un sistema hadrónico a temperatura T y potencial químico
µ, para el cual queremos analizar las transiciones de fase en el contexto del modelo
descrito previamente. En general se pueden encontrar fases con simetría quiral rota o
restaurada, y regiones donde las fases homogéneas o inhomogéneas sean las favorecidas
energéticamente. Los resultados para el factor de forma Gaussiano de la Ec. (6.28) se
presentan en la Fig. 6.4 (Carlomagno et al., 2015c), donde hemos considerado cuatro
escenarios que surgen de variar el condensado en el rango discutido anteriormente.
Los parametrizaciones correspondientes han sido denominadas PI, PII, PIII y PIV, y
corresponden a fπ = 86 MeV con condensados de quarks −〈q¯q〉1/3 = 240, 247, 270 y
300 MeV, respectivamente.
En los paneles izquierdos de la Fig. 6.4 mostramos los diagramas de fases en el plano
(µ, T ), las curvas de transición de fase y los puntos críticos para cada parametrización,
mientras que en los paneles derechos graficamos para cada caso el valor de campo medio
φ y el momento Q para temperatura cero, como función del potencial químico.
En todos los diagramas se distingue para valores bajos de temperatura y poten-
cial químico una fase hadrónica con simetría quiral rota (HCB) delimitada por una
curva de transición de fase que a T = 0 toma un valor de potencial químico crítico
µc(0). A mayores densidades, pero aún a bajas temperaturas, se encuentra en todos
los casos una fase inhomogénea (IH) con simetría quiral parcialmente restaurada (para
la parametrización PIV esta fase aparece a potenciales químicos que quedan fuera del
rango graficado en la Fig. 6.4). A medida que aumenta la temperatura se observa la
restauración de la simetría quiral por medio de una transición de segundo orden entre
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la fase inhomogénea IH a una homogénea con simetría quiral restaurada (HCR) y via
transiciones de primer o segundo orden entre fases homogéneas (HCB a HCR).
(−〈q¯q〉ch)1/3 Λ φ µc(0) µ′′c (0) µ′c(0)
PI 240 808 338 274 - -
PII 247 863 315 266 288 295
PIII 270 1045 264 249 - 470
PIV 300 1295 227 236 - 629
Tabla 6.1: Parámetro Λ de los factores de forma, condensados quirales de quarks
−〈q¯q〉1/3 y valor a campo medio φ a T = µ = 0, y potenciales químicos críticos a
temperatura cero para las parametrizaciones graficadas en la Fig. 6.4. Todos los valores
están en MeV.
Comencemos por analizar el panel superior de la Fig. 6.4 correspondiente a la PI,
donde las distintas fases están indicadas por las zonas sombreadas, y las curvas de
transición por líneas sólidas y a trazos para transiciones de primer y segundo orden,
respectivamente. A temperaturas del orden de 100 MeV y potenciales químicos bajos
uno encuentra, como ya se anticipó, una fase hadrónica homogénea (HCB) donde la
simetría quiral esta espontáneamente rota. Al aumentar µ tiene lugar una transición
de segundo orden a una fase de simetría quiral restaurada (HCR). Si la temperatura
disminuye, esta transición se vuelve de primer orden. El punto sobre la curva de tran-
sición de fase que separa ambas regiones es el punto tricrítico (TCP). Si continuamos
bajando T sobre la curva de transición, a una temperatura T3P ≃ 20 MeV se encuen-
tra un punto triple (3P), donde la curva de transición de primer orden homogénea se
encuentra con una curva de transición de segundo orden inhomogénea. Para T > T3P ,
a un dado valor µc(T ), el sistema pasa de la fase con simetría quiral rota HCB a la
restaurada homogénea HCR, mientras que para T < T3P el sistema pasa a una fase
con simetría quiral parcialmente restaurada IH. Por otro lado, si se aumenta la tempe-
ratura a potencial químico fijo en la fase IH, uno se encuentra con una transición de
segundo orden hacia la fase HCR. La curva de transición correspondiente, que pasa por
el punto triple 3P, puede continuarse dentro de la fase HCB (línea de puntos y trazos en
la figura), delimitando una región donde el potencial termodinámico posee un mínimo
local que corresponde a una fase inestable IH. Finalmente, en la figura se denotan con
línea punteada las curvas espinodales de segundo orden homogéneas.
La transición de primer orden de la fase HCB a la IH se encuentra ilustrada en
la Fig. 6.5, donde se grafica el potencial termodinámico para los valores µ = 260 y
µ = 280 MeV en los paneles superior e inferior, respectivamente (es decir, a ambos
lados del punto de transición µc(0) = 274 MeV). Aquí ocurre un cambio del mínimo
absoluto del potencial donde φ ≃ 340 MeV, Q = 0 (panel superior) hacia un punto en el
que φ se reduce a 50 MeV con Q ≃ 450 MeV. Esto mismo puede distinguirse en el panel
derecho de la Fig. 6.4, donde se grafica para temperatura cero el valor de φ y Q como
función de µ. Se observa en estas figuras como para las diferentes parametrizaciones
el valor de φ en la fase HCB decrece a medida que aumenta el valor del condensado
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Figura 6.4: En el panel derecho se grafica el valor de expectación de vacío φ y momento
Q como función del potencial químico µ para un factor de forma Gaussiano a T = 0
para cuatro parametrizaciones distintas con −〈q¯q〉1/3 = 240, 247, 270 y 300 MeV para
PI, PII, PIII y PIV, respectivamente. En el izquierdo, se muestran los diagramas de
fases en el plano (T, µ) para cada una de las parametrizaciones mencionadas.
de quarks, a la vez que aumenta la discontinuidad en Q cuando la simetría quiral se
restaura parcialmente.
Para el caso de la PII, el condensado es algo mayor que para la PI, −〈q¯q〉1/3 =
247 MeV. En estas condiciones la región abarcada por la fase IH se divide en dos,
una pequeña área delimitada por la curva de transición µ′′c (T ) y otra acotada por la
curva µ′c(T ), denominadas “isla” y “continente”, respectivamente. En las restantes dos
situaciones, PIII y PIV, que corresponden a condensados mayores (270 y 300 MeV),
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Figura 6.5: Curvas de nivel para el potencial termodinámico ΩregMFA para un modelo
quiral no local a temperatura cero y potenciales químicos finitos cercanos al punto de
transición de primer orden entre una fase homogénea y una inhomogénea. Los gráficos
corresponden a la PI con µ = 260 MeV (panel superior) y µ = 280 MeV (panel inferior).
se distingue un comportamiento en el que la “isla” desaparece bajo la fase HCB y el
“continente” es empujado hacia potenciales químicos mayores (notar en la Fig. 6.4 que
para la PIV la fase IH queda fuera del rango graficado).
Es importante mencionar que en estos modelos el punto de Lifshitz (LP) (donde la
fase HCB y la HCR se encuentran con la IH) se ubica en todos los casos analizados “por
debajo” de la fase hadrónica, siempre energéticamente favorecida frente a la homogénea
restaurada e inhomogénea rota.
Las características de los diagramas de fases analizados pueden ser comparadas con
aquéllos obtenidos en el marco del modelo local NJL, Ref. (Nickel, 2009a), o modelos de
Quarks-Mesones (QM), Ref. (Carignano et al., 2014), donde la posición del TCP y el
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LP pueden coincidir o no, dependiendo de la parametrización. Sin embargo, para todos
los casos la fase IH se extiende arbitrariamente a medida que crece el potencial químico.
Estas condiciones para las regiones inhomogéneas como así también la presencia de los
TCP y LP, se mantienen independientemente del modelo o la forma de regularización, y
por lo tanto constituyen predicciones robustas sobre la fenomenología del diagrama de
fases de QCD. A diferencia de los modelos locales NJL o QM, en nuestro caso encontra-
mos también un punto triple donde se unen las fases homogéneas e inhomogéneas con
simetría quiral rota con una homogénea de simetría quiral restaurada. Este punto tri-
ple desaparece para parametrizaciones que conducen a condensados de quarks grandes,
desplazándose la región de fase inhomogénea hacia potenciales químicos mayores.
Por último, en relación con los factores de forma instantáneos, se encontró un com-
portamiento cualitativamente similar al de los factores de forma covariantes. Es decir,
los diagramas de fases obtenidos de fijar condensados de quarks con diferencias de
∼ 40 MeV resultan comparables entre sí (Carlomagno et al., 2015c). Por ejemplo, el
diagrama correspondiente a la parametrización PI de la Fig. 6.4 resulta equivalente al
de un modelo instantáneo cuyo valor de condensado es −〈q¯q〉1/3 = 270 MeV, mientras
que un diagrama de fases similar al de la PII se obtiene para un modelo instantáneo
cuya parametrización conduce a −〈q¯q〉1/3 = 285 MeV. Al igual que para los factores
de formas covariantes, la fase IH obtenida de parametrizaciones que corresponden a





Warren Sánchez. Les Luthiers.
A lo largo de esta Tesis Doctoral estudiamos distintos aspectos del comportamiento
de la materia fuertemente interactuante a temperatura y potencial químico finitos en
el marco de modelos de quarks relativistas con interacciones no locales. Como aspectos
sobresalientes de este análisis pueden destacarse por una parte la incorporación de un
acoplamiento efectivo entre quarks y gluones y la identificación de un parámetro de or-
den asociado al confinamiento, y por otro lado el estudio de posibles fases inhomogéneas
donde los condensados quirales de quarks están modulados espacialmente.
En el primer capítulo realizamos una introducción general a los temas desarrollados
a lo largo de la Tesis. En el Cap. 2 repasamos algunos conceptos de la Cromodinámica
Cuántica (QCD), en particular aquéllos relacionados con la ruptura espontánea de las
simetrías vinculadas a las transiciones de fase. Luego, en el Cap. 3 introdujimos las
teorías efectivas como una herramienta para estudiar la fenomenología de hadrones a
bajas energías. En particular consideramos el modelo de Nambu y Jona-Lasinio (NJL),
mostrando que permite describir adecuadamente la ruptura espontánea de la simetría
quiral y la aparición de los pseudobosones de Goldstone. Finalmente notamos que es
posible obtener una descripción más realista de las interacciones entre quarks teniendo
en cuenta interacciones de tipo no local.
En estos tres primeros capítulos presentamos las bases fundamentales para lo que
es el aporte original de esta Tesis, que puede dividirse en tres partes. En el Cap. 4 ana-
lizamos un modelo de quarks con interacciones no locales con simetría SU(3) de sabor,
fijando los parámetros libres de la teoría, es decir, las constantes de acoplamiento, las
masas corrientes de los quarks y los factores de forma. Luego en el Cap. 5 consideramos
en este marco sistemas con temperatura y potencial químico finitos, estudiando el co-
rrespondiente diagrama de fases. Finalmente, en el Cap. 6 estudiamos un modelo tipo
NJL para dos sabores de quarks con interacciones no locales donde los condensados
quirales de quarks están modulados espacialmente, lo cual conduce a la presencia de
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fases inhomogéneas.
El análisis del Cap. 4 está centrado en una extensión a tres sabores de quarks
del modelo de NJL introducido en el Cap. 3, incluyendo interacciones no locales y un
acoplamiento que conduce a la renormalización de la función de onda (WFR) de quarks.
El modelo incluye asimismo una interacción de seis quarks que genera la ruptura de la
simetría U(1)A. Trabajando en la aproximación de campo medio, obtuvimos las masas
dinámicas de los quarks y los condensados quirales, mientras que a segundo orden en
la acción efectiva determinamos las masas de los mesones escalares y pseudoescalares,
los ángulos de mezcla para el sector η − η′ y las constantes de decaimiento débil
de los mesones pseudoescalares. Consideramos dos tipos de parametrización para las
interacciones: una de ellas (PI), basada en el frecuentemente utilizado factor de forma
exponencial; la segunda (PII) determinada a partir del ajuste de las funciones de masa
M(p) y renormalización de la función de onda Z(p) de quarks a resultados obtenidos
en LQCD.
Los resultados encontrados para las propiedades de los mesones livianos (ver Sec-
ción 4.3) se encuentran en un buen acuerdo con los valores obtenidos experimental o
fenomenológicamente, y a su vez resultan cualitativamente similares entre ambas para-
metrizaciones (ver Tabla 4.2).
En el Cap. 5 comenzamos describiendo el formalismo necesario para estudiar siste-
mas hadrónicos a temperatura y potencial químico finitos y mostramos cómo acoplar
los grados de libertad fermiónicos al loop de Polyakov en lo que llamamos “mode-
lo nlPNJL”. Presentamos tres formas alternativas para el potencial termodinámico de
Polyakov: una polinómica basada en el ansatz de Ginzburg-Landau, otra basada en la
forma logarítmica de la medida de Haar de integración asociada con el grupo SU(3) de
color, y finalmente un potencial efectivo “mixto” que incluye un término logarítmico y
uno cuadrático con un coeficiente que decrece en forma exponencial con la temperatura.
Se analizó también una variación de los potenciales de PL donde, además de considerar
la presencia de gluones, se tiene en cuenta el efecto de los quarks sobre los primeros.
En la Sección 5.2 estudiamos dicho modelo a potencial químico cero con el obje-
to de analizar la restauración de la simetría quiral y la transición de deconfinamiento
en función de la temperatura y comparar los resultados con los obtenidos en cálculos
de LQCD. Encontramos que ambas transiciones ocurren como crossover a la misma
temperatura crítica, de manera similar que en LQCD. Dicha temperatura depende
fuertemente del parámetro de escala T0 de los potenciales de PL. Para T0 ≃ 200 MeV,
se obtuvo una temperatura crítica de aproximadamente 170 MeV, resultado que se
encuentra en buen acuerdo con las estimaciones de lattice QCD para tres sabores de
quarks dinámicos. Para comparar las parametrizaciones (que a temperatura cero arro-
jaban resultados similares) analizamos la energía de interacción y la entropía como
función de la temperatura, encontrando que la parametrización PII muestra un mejor
acuerdo con los resultados de lattice QCD. En relación con los potenciales efectivos de
Polyakov, observamos que el potencial logarítmico conduce a transiciones más abruptas
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en comparación con el polinómico o el “mixto”, mientras que los “mejorados” son los
que muestran las transiciones más suaves, y en mejor acuerdo con LQCD.
En la parte final de este capítulo, Sección 5.3, presentamos los diagramas de fases
en el plano T −µ para las parametrizaciones PI y PII. Estudiamos la restauración de la
simetría quiral a temperatura cero, donde el Polyakov se desacopla del resto de la teoría,
reduciéndose el modelo a uno del tipo NJL no local. Encontramos que la transición es
de primer orden para ambas parametrizaciones, y que los potenciales químicos críticos
obtenidos resultan próximos entre sí. Luego analizamos el diagrama de fases completo,
estudiando la dependencia de los parámetros de orden con la temperatura para valores
fijos de densidad bariónica. Las transiciones para potenciales químicos bajos, como se
esperaba, resultan de segundo orden, y a medida que el potencial químico aumenta éstas
cambian su carácter y se vuelven de primer orden. El punto sobre la línea de transición
donde esto ocurre es llamado “punto crítico final” (CEP). En los diagramas de fase
obtenidos para ambas parametrizaciones y para los potenciales de PL logarítmico y
polinómico se observa que a temperatura cero, cuando el Polyakov se desacopla, las
líneas de transición de fase de primer orden tienden al mismo valor de potencial químico
critico. Mientras que cuando el potencial químico va a cero, las curvas de transición de
tipo crossover se acercan a las temperaturas críticas encontradas en la Sección 5.2.
El Cap. 6 se puede desglosar en tres partes: la primera donde se introducen las
fases inhomogéneas y se explican las herramientas teóricas necesarias para abordar
su análisis, y luego dos secciones donde investigamos la presencia de estas fases en
un modelo tipo NJL con simetría SU(2) de sabor en el límite de quarks de masa
nula y con interacciones no locales. Las fases inhomogéneas surgen como consecuencia
de considerar que valores de expectación de vacío de los campos que no satisfacen
invarianza traslacional puedan ser energéticamente favorecidos.
En la Sección 6.4 llevamos a cabo un análisis generalizado de Ginzburg-Landau que
implica desarrollar el potencial termodinámico en función de los parámetros de orden
y sus gradientes en la vecindad de una transición de segundo orden. Este estudio no
requiere la especificación de la forma particular de la inhomogeneidad y, por lo tanto,
puede efectuarse en forma muy general. Mediante este desarrollo caracterizamos la po-
sición relativa en el plano T − µ entre el punto tricritico (TCP), que es el punto donde
la curva de transición de fase de primer orden se encuentra con la de segundo orden,
y el punto de Lifshitz (LP) que es aquél donde se unen dos fases homogéneas y una
inhomogénea. Encontramos que para todas las parametrizaciones fenomenológicamente
aceptables el TCP se ubica a mayores temperaturas y menores potenciales químicos
que el LP. Consecuentemente, la estructura de fases en este modelo es tal que la tran-
sición entre fases homogéneas (y en particular el TCP) no está cubierta por una fase
inhomogénea, favorecida energéticamente. Situación que difiere de la versión local del
NJL donde el TCP y el LP coinciden, o de los modelos de Quarks-Mesones donde la
posición relativa depende de la parametrización elegida.
Finalmente, en la Sección 6.6 obtuvimos los diagramas de fases inhomogéneos para
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el modelo NJL no local con simetría SU(2) de sabor, empleando factores de forma ex-
ponenciales, tanto covariantes como instantáneos. La inhomogeneidad fue introducida
a través de la ruptura de la isotropía del vacío de la teoría, modulando espacialmente el
condensado de quarks con una onda dual de densidad quiral, esto es, considerando un
condensado que “rota” a lo largo del círculo quiral. Obtuvimos que para todos los esce-
narios estudiados la posición y forma de las fases inhomogéneas dependen fuertemente
de los parámetros del modelo. Es decir, tanto para factores de forma instantáneos como
covariantes la fase inhomogénea se desplaza hacia potenciales químicos mayores para
modelos que conducen a valores mayores del condensado quiral −〈q¯q〉−1/3, con fπ fija.
Para todas las parametrizaciones analizadas determinamos la posición del punto
tricrítico (TCP), que separa las curvas de transición de primer y segundo orden entre
fases homogéneas. También encontramos un punto triple (3P), donde se juntan la fases
homogéneas con simetría quiral rota y restaurada con la inhomogénea. Para distintas
parametrizaciones este punto se va trasladando sobre la curva de primer orden hasta
desaparecer cuando una de las regiones de fase inhomogénea es cubierta completamente
por la región hadrónica. Simultáneamente, otra región de fase inhomogénea tiene lugar
para potenciales químicos grandes y temperaturas bajas. En estos modelos el LP siem-
pre se ubica “por debajo” de la región hadrónica, siempre energéticamente favorecida
frente a la homogénea restaurada e inhomogénea rota.
Es importante mencionar que el comportamiento a grandes potenciales químicos
(que es encontrado en distintos modelos efectivos, independientemente de la elección
de parámetros o de regularización) debe ser enmarcado por los alcances de estas teorías.
Para µ grandes es esperable la presencia de fases con superconductividad de color que
deberían ser las energéticamente favorecidas, y por lo tanto el diagrama de fases podría
verse modificado considerablemente.
Apéndice A
Parametrización de un modelo
quiral nlNJL con simetría de
sabor SU(2)
Como se mencionó en el Cap. 6, un modelo no local de NJL en el límite quiral sólo
tiene como parámetros libres la constante de acoplamiento G en la acción euclídea de la
Ec. (6.11) y la forma funcional de los factores de forma que determinan la no localidad
de las interacciones en las corrientes fermiónicas. Si se elige la dependencia funcional
de la Ec. (6.28), el parámetro a fijar en el factor de forma es Λ, que determina el rango
de la interacción en el espacio de momentos. De tal manera, en el límite de masa nula
sólo hay dos parámetros libres (G y Λ), por lo que se requieren dos observables para
fijarlos. Es natural elegir la constante de decaimiento débil del pion fπ = 86 MeV y
el condensado quiral de quarks 〈q¯q〉 = −(270 MeV)3, cuyos valores fenomenológicos
pueden encontrarse en la Ref. (Aoki et al., 2014).
La expresión para el condensado de quarks a temperatura cero puede ser obtenida
directamente de la Ec. (6.46),





p2 + g(p)2 σ2
, (A.1)
mientras que para la constante de decaimiento débil del pion seguiremos el análisis
realizado en la Ref. (Gomez Dumm et al., 2006) donde se procede de forma análoga al
cálculo efectuado en la Sección 4.1. De dicho procedimiento se obtiene
fπ = Z1/2π
F (−m2π)− F (0)
m2π
, (A.2)
con F (p2) definido por
F (p2) = mc J(p2) + σ K(p2) , (A.3)
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, (A.4)
siendo q± = q ± p/2 y Σ(p) = mc + σ g(p), que resulta análoga a la Ec. (4.13) cuando















donde el subíndice 0 denota el límite quiral y Z1/2π,0 puede obtenerse de una expresión
equivalente a la Ec. (4.33). Calculando la derivada, la Ec. (A.5) puede reescribirse como






2 g2(q) − q2 g(q) g′(q)
[q2 + σ20 g2(q)]2
. (A.6)
Finalmente el sistema de ecuaciones a resolver se completa con la ecuación del


































(x2 + σ2 e−2x2)2
, (A.7)
donde se ha definido la variable adimensional x = p/Λ. Fijados los valores de fπ y
〈q¯q〉, a partir de este sistema acoplado de ecuaciones se obtienen los parámetros G y
Λ, necesarios para fijar el modelo.
Apéndice B
Cálculo de las sumas de
Matsubara
En este Apéndice mostraremos como realizar las sumas de Matsubara presentes en
la Ec. (6.22). Estas sumatorias son producto del desarrollo del potencial termodinámico
[ver Ec. (6.21)] en potencias del parámetro de orden de la simetría quiral y sus gradientes
en el marco de un análisis generalizado de Ginzburg-Landau cerca de la transición de
fase.
Para calcular las mencionadas sumas nos basaremos en el estudio realizado en la
Ref. (General et al., 2001), donde se emplea el teorema de Cauchy para transformar la
suma sobre frecuencias discretas en una integral más una contribución de los residuos











I(~q 2) . (B.1)
Para evaluar la suma en la Ec. (B.1) es conveniente fijar ~q y definir la función compleja
F(z) ≡ F [(−iz − iµ)2 + ~q 2)], con lo cual el argumento de la suma viene dado por
F(iωn). Introduciremos además una función auxiliar,
f(z) = [1 + exp(z/T )]−1 , (B.2)
que tiene polos en zn = iωn, siendo −T el residuo en dichos polos. Con lo cual la suma
que queremos realizar resulta análoga a sumar sobre los residuos en los polos de la
función −F(z)f(z). De acuerdo con el teorema de Cauchy, podemos escribir










dz F(z) f(z) , (B.3)
donde hemos reemplazo el contorno rectangular que encierra todos los polos de la
función f(z) por dos contornos C1 y C2, ilustrados en la Fig. B.1.
Los coeficientes presentes en la Ec. (6.22) pueden ser condensados en una única
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Figura B.1: Contorno de integración en el plano complejo z. Se indican con cruces los
polos de la función f(z) en zn = iωn. El contorno cerrado que encierra dichos polos
puede ser reemplazado por los contornos C1 y C2.
función Imn(~q 2), definida como
Imn(~q 2) = T
∞∑
k=−∞
g((ωk − iµ)2 + ~q 2))m
[(ωk − iµ)2 + ~q 2]n , (B.4)










dz F(z) f(z) , (B.5)
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(ω2 + ~p 2)n
+Res
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donde se han incluido los residuos en los polos de la función F(z). Aquí hemos supuesto
que cuando el contorno del camino de integración es tal que Re z → ∞, la función
|F(z)| → 0, lo cual no necesariamente es cierto. En cualquier caso, la Ec. (B.6) resulta
una buena aproximación para T, µ≪ Λ.
Consideremos, por ejemplo, el coeficiente α2 de la Ec. (6.22), que resulta equivalente
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(n+(z) + n−(z)) , (B.7)
donde hemos introducido las funciones número de ocupación n±(z), definidas por
n±(z) =
1
1 + exp [(z ∓ µ)/T ] . (B.8)























De manera análoga es posible calcular los coeficientes restantes de la Ec. (6.29),
obteniendo de esta manera un resultado semi-analítico para las sumatorias presentes
en los coeficientes de GL de la Ec. (6.22). Aunque la expresión en la Ec. (B.9) no
es exacta, en el entorno a la transición de fase provee una muy buena aproximación a
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